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1. - B o s q u e j o h i s t ó r i c o de los concep tos f u n d a m e n t a l e s . -
E l d e s a r r o l l o de la noc |ó« cuaderna de i n t e g r a l e s t á ©íptsreehamení® r e í a 
c lonado con la evolución de la id^a de func ión y con el e s tud io a fondo de l a s fun 
ciones. n u m é r i c a s de v a r i a b l e s r e a l e s , ' que s e ha venido r e a l i z a n d o de»d@ princi -
pios d e l - s i g l o XIX. EuJer concebía ya la noción de func ión w » forma bMtafttel 
g e n e r a l , pues to que p a r a é l una c u r v a "a rb i f c ra r i a " que e s c o r t a d a e n un (mías -
punto por toda p a r a l e l a a l e j e Oy de f ine una func ión y = f(x), p e r o s e n iega a ad, 
m i t i r que t a l e s f u n c i o n e s puedan e x p r e s a r s e " a n a l í t i c a m e n t e " . E s t e punto de vis -
ta no se m o d i f i c ó d e m a s i a d o h a s t a los t r a b a j o s dé F o u r i e r , p©ro el d e s c u b r i m i e n 
to p o r e s t e ú l t i m o de la pos ib i l idad dé r e p r e s e n t a r func iones d i scon t inuas como 
s u m a s de s e r i e s t r i g o n o m é t r i c a s iba a e j e r c e r tina in f luenc ia d e c i s i v a sobre . la® 
g e n e r a c i o n e s s i g u i e n t e s . E s n e c e s a r i o a ñ a d i r que l a s d e m o s t r a c i o n e s de Four ier 
c a l e c í a » ' de todo r igor» y que su domin io de valide® no aparecía e í a r a m e « t # ; s in 
embargo, , l a s f ó r m u l a s i n t e g r a l e s 
t 
<p(x) eos nxdx, b ^ = I tp(x) s en nxdx (n ^ 1) (1) 
% J -7T, 
que p r o p o r c i o n a n los c o r f i c i e n t e s de l d e s a r r o l l o de <f>(x) en s e r i e de F o u r i e r , te -
a í a a un ' -sent ido in tu i t ivo ev idente d e s d e el m o m e n t o que se suponía que <p era e©» 
t inua y monótona a i r o s o s . T a m b i é n D i r i c h l e t se l i m i t a en p r i n c i p i o a e s f a s íun -
c i o n e s en la c é l e b r e m e m o r i a en la que e s t a b l e c e 1a. conve rgenc i a de la s e r i e d e 
F o u r i e r , p e r o ya a l f ina l de su t r a b a j o se p r e o c u p a de la ex tens ión de »UB resul_ 
t a d o s a c i a s e s m á s a m p l i a s de f u n c i o n e s . E s s ab ido que fué en esta o c a s i ó n cuan: 
do D i r i c h l e t , p r e c i s a n d o l a s i deas de F o u r i e r , de f ine la noción genera l de función 
t a l y c o m o se en t iende hoy; el p r i m e p punto a d i l u c i d a r e r a ftaturalipento el de 
s a b e r é'n qué c^soa segu ía s iendo pos ib l e d a r un sen t ido a l a s fórmulas ( i ) .uCu^Jf 
do l a s so luc iones de cont inuidad de ip son infinitáá''* " d i ce P i r i c W e t , " e s n e c e s a r i o 
que e n t o n c e s 'la función ip(x) sp^. t a l que» s i d e s i g n a m o s por a y b do® cantidades 
c u a l e s q u i e r a c o m p r e n d i d a s e n t r e ?% y + % , puedan encontrar®® s i e m p r e o tras can 
t i d a d e s . r . y s e n t r e a y b lo b a s t a n t e p r ó x i m a s para que la función s e a continua 
en e l ' i n t e r v a l o ' e n t r e ' r y B. Se s e n t i r á f á c i l m e n t e la n e c e s i d a d de e s t a r e s t r i c c i ó n 
a l c o n s i d e r a r que los d i f e r e n t e s t é r m i n o s de la s e r i e de F o u r i e r «o» integrales 
d e f i n i d a s y r e m o n t á n d o s e a la noc ión f u n d a m e n t a l de i n t e g r a l . Se v e r á e n t o n c e s -
que la i n t e g r a l de una func ión no t i ene o t r o s ign i f i cado que e l de que la func ión 
s a t i s f a c e la condic ión enunc iada a n t e r i o r m e n t e . 
En t é r m i n o s m o d e r n o s , D i r i c h l e t p a r e c e c r e e r que la i n t e g r a b i l i d a d es 
equ iva l en t e a l hecho de que los puntos de d i s con t inu idad f o r m e n un c o n j u n t o "dis© 
m i n a d o " . 
R i e m a n n , en 1. 854 vue lve a c o n s i d e r a r la c u e s t i ó n ( s i e m p r e a p r o p ó s i t o 
de l a s s e r i e s t r i g o n o m é t r i c a s ) y s i en te la n e c e s i d a d de j u s t i f i c a r su t r a b a j o : " C u a l 
q u i e r a que sea n u e s t r a i g n o r a n c i a r e s p e c t o a la m a n e r a según la cua l l a s f u e r z a s 
y los e s t a d o s de la m a t e r i a v a r í a n con e l t i e m p o y e l l u g a r en el i n f i n i t a m e n t e ~ 
pequeño , p o d e m o s t e n e r por s e g u r o que l a s f u n c i o n e s a l a s que no son a p l i c a b l e s 
lo s r e s u l t a d o s de D i r i c h l e t no i n t e r v i e n e n en los f e n ó m e n o s n a t u r a l e s . Sin embar_ 
go, p a r e c e que e s t o s c a s o s no t r a t a d o s po r D i r i c h l e t son d ignos de a t e n c i ó n por 
. do s r a z o n e s . P r i m e r a m e n t e , e s t e t e m a e s t á m u y e s t r e c h a m e n t e r e l a c i o n a d o con 
l o s p r i n c i p i o s d e l c á l c u l o i n f i n i t e s i m a l , y puede s e r v i r p a r a a p o r t a r m a y o r c l a r i -
dad y s e g u r i d a d a e s t o s p r i n c i p i o s . D e s d e e s t e punto de v i s t a , su e s t u d i o t i e n e » -
un i n t e r é s i n m e d i a t o . En segundo l u g a r , la a p a r i c i ó n de l a s s e r i e s de F o u r i e r -
no s e l i m i t a a los t r a b a j o s de f í s i c a , hoy día son a p l i c a d a s t a m b i é n con éx i to en 
un domin io de l a s m a t e m á t i c a s p u r a s , la t e o r í a de n ú m e r o s , y p a r e c e que aquí 
son p r e c i s a m e n t e l a s f u n c i o n e s cuyo d e s a r r o l l o en s e r i e t r i g o n o m é t r i c a no ha s i -
do e s t u d i a d o po r D i r i c h l e t l a s que o f r e c e n i n t e r é s . 
La idea de R i e m a n n es la de p a r t i r de l p r o c e d i m i e n t o de a p r o x i m a c i ó n d e 
la i n t e g r a l , cuya i m p o r t a n c i a f u é s e ñ a l a d a por Cauchy , y d e t e r m i n a r cuándo las 
" s u m a s de R i e m a n n " de una func ión f , en un i n t e r v a l o a c o t a d o [ a , b ] t i e n d e n hac i a 
un l í m i t e (cuando la longi tud m á x i m a de los s u b i n t e r v a l o s de la d iv i s ión t i e n d e . -
h a c i a 0), p r o b l e m a cuya s o l u c i ó n ob t iene s in g r a n t r a b a j o en la s igu ien te f o r m a : 
p a r a cada oí > 0 ex i s t e una subd iv i s ión de £ a , b } en i n t e r v a l o s p a r c i a l e s de long i -
tud m á x i m a s u f i c i e n t e m e n t e pequeña p a r a que la s u m a de l a s l ong i tudes de los in 
t e r v a l o s de e s t a subd iv i s ión en los que la o s c i l a c i ó n de f e s > oC , s e a a r b i t r a r i a 
m e n t e p e q u e ñ a . Y d e m u e s t r a a d e m á s que e s t a condic ión e s v e r i f i c a d a no s o l a m e n 
t e p o r l a s f u n c i o n e s con t inuas y m o n ó t o n a s a t r o z o s , s ino t a m b i é n p o r f u n c i o n e s 
que p u e d e n t e n e r un con jun to de puntos de d i s con t inu idad d e n s o . 
La f o r m a dada p o r R i e m a n n a la condic ión de i n t e g r a b i l i d a d s u g e r í a la -
idea de la " m e d i d a " de l con jun to de puntos de d i s c o n t i n u i d a d de una func ión en un 
i n t e r v a l o , p e r o todav ía d e b e r í a n t r a n s c u r r i r t r e i n t a años a n t e s de que se l l e g a s e 
a dar una de f in ic ión fecunda y cómoda de esta noción. 
L o . pr imeros intentos en esta d irecc ión é® ¿eben a Sto ls , Htarnack y 
Cantor; t »ra definir la "medida" de una fcarte E acotada de R, l o s dos p r i m e r o s 
consideran conjuntos F a E que s ean uniones finitas de intervalos , toman para ca-
da F ía M m i de las longitudes de ios intervalos correspondientes , y l laman "me 
dida" de E al extremo inferior de f i l o s números; mientras que Cantor» situándo-
se ya desde el principio en R n , c o n s i d e r a , para un conjunto E a c o t a d o y para 4> 
> 0 ©1 entorno V(Q ) de E f o r m a d o por loe puntos cuya d i s t a n c i a a E e s < Q , y 
tema el é x t r e m o i n f e r i o r del "volumen" de V(Q ). Con @sta def inición resulta 
<Jue lá " m e d i d a " de un conjunto e s igual a la de su adherencia , de donde s e de -
¿ucé én p a r t i c u l a r que la " m e d i d a " áe la unión de dos conjuntos sin puntos e o m ^ 
n e s $>uede ser e s t r i c t a m e n t e i n f e r i o r a la suma de las "medidas" de e s to s d o s -
conjunto». Peano y J o r d á n in t roducen , al lado de la "medida" de Cantor n(A) de • 
un conjunto A contenido en im " r e c t á n g u l o " I, su "medid*», inter ior" | i ( I ) -p(I-A) y 
l l a m a n " m e d i b l e e " a loo conjuntoo A (que a h o r a l l amamos "cuadrable* ")pa ra los 
cuales e s t o s dos números co inc iden . La unión de dos conjunto» cuadrable» A y B 
sin puntos comunes é s entonces cuadrable y t i ene c o m o "medida" la suma de las 
"medidas" de A y B , p e r o un conjunto abierto y acotado no e s n e c e s a r i a m e n t e -
cuadrable, y e l conjunto de los n ú m e r o s r a c i o n a l e s contenidos en un intervalo a -
colado tampoco lo e s , lo que qui taba mucho interés a la noción de Peano-Jordán. 
A E. B o r e l c o r r e s p o n d e el m é r i t o de habe r sabido d i s cern i r l o s d e í e c -
tos de l a s def in ic ionen anteriores y de'haber v is to la f o r m a de r e m e d i a r l o s . Se 
sabía desde Can tor que todo conjunto a b i e r t o U de R e s la unión de la famil ia nu 
merable de sus " c o m p o n e n t e s " , i n t e r v a l o s aL. or tos t a l e s que do® c u a l e s q u i e r a d® 
©lio® no tienen ningún punto común; en ves de intentar aproximar U "desde fuera", 
e n c e r r á n d o l o en una suces ión f in i ta de i n t e r v a l o s , B o r e l , apoyándose en el r e s u l -
tado anter ior , p ropone t o m a r como medida de U (cuando U e s aco tado) la swma -
de laé longi tudeo de sus c o m p o n e n t e s . Después descr ibe muy sumariamente la a 
c l a s e i 'de conjuntón ( l l a m a d o s m á s tarde "borellanos") que se pueden obtener • -
partir de loa con jun tos a b i e r t o s , iterando indefinida mente l a s operac iones de unión 
numerable y de "diferencia" A -B e indica que , para e s to s conjunten, s e puede de 
f inir una medida que p o s e e la propiedad fundamental de la aditividacl completa: s i 
ana s u c e s i ó n (A )eetá f o r m a d a por conjuntos b o r e l i a n o s d i a jun tos do» a do», la -
n 
medida de su unión ( supues to que ee acotada) e s igual a la suma de su s m e d i d a s . 
Esta def in ic ión debía i n a u g u r a r «na nueva era del Aná l i s i s : p o r una p a r -
te* en r e l a c i ó n c o n loa t r a b a j o » c o n t e m p o r á n e o s de B a i r e , ©ra e l pun to de p a r t i -
d a d e toda una s e r i e de t r a b a j o s de natura leza topo lóg i ca a c e r c a de la c l a s i f i c a -
c ión de l o s conjuntos de puntos y, s o b r e todo, s e r v i r í a de b a s e para la e x t e n s i ó n 
la noc ión de i n t e g r a l , l l evada a cabo por L e b e s g u e en l o s p r i m e r o s anos d e l 
s i g l o XX. 
• L e b e s g u e c o m i e n z a por d e s a r r o l l a r y p r e c i s a r l a s s u s c i n t a s I n d i c a c i o n e s 
de E . B o r e l ; a i m i t a c i ó n de l m é t o d o de P e a n o - J o r d á n , la "medida e x t e r i o r " de 
un conjunto acotado A ra R s e de f ine c o m o el e x t r e m o i n f e r i o r de l a s m e d i d a s de ' 
l oe conjuntos a b i e r t o s que cont ienen A; d e s p u é s , s i I e s un i n t e r v a l o que cont ie -
a e a A, la "medida i n t e r i o r " de A e s la d i f e r e n c i a e n t r e l a s m e d i d a s e x t e r i o r a s 
de I y d e I - A , de e s t e modo s e obt iene una n o c i ó n d e "conjunto m e d i b l e " que so-
l a m e n t e d i f i e r e de la d e f i n i c i ó n " c o n s t r u c t i v a " i n i c i a l de B o r e l por e l hecho de -
a ñ á d i r una parte de un conjunto de medida nula en e l s e n t i d o d e B o r e l . E e t a de -
f in i c ión s e extendía i n m e d i a t a m e n t e a i o s e s p a c i o s R , l a ant igua concepc ión de • 
l a i n t e g r a l def inida I f(t)dt de una función acotada y X O c o m o "área" l imitada . -
•a 
por la curva y = f(x) l a s r e c t a s x = a, x = b e y = 0, p r o p o r c i o n a b a en tonces 
una e x t e n s i ó n inmediata d e la i n t e g r a l de R i e m a n n a t o d a s l a s func iones para l a s 
que e s t u v i e s e d e f i n i d a la m<* ' idn d e l conjunto precedente ." P e r o la or ig inal idad de 
L e b e s g u e no r e s i d e tanto en la i dea de e s t a e x t e n s i ó n c o m o e n su d e s c u b r i m l e n -
to d e l t e o r e m a fundamenta l s o b r e e l paso a l l í m i t e en la i n t e g r a l a s í concebida , 
t e o r e m a que a p a r e c e en é l c o m o c o n s e c u e n c i a de s e r la m e d i d a c o m p l e t a m e n t e -
de su importanc ia y h a c e d e é l , la p i e d r a a n g u l a r d e la e x p o s i c i ó n d idáct ica de 
su t e o r í a que r e a l i z a en s u s c é l e b r e s "!.• cons sur l ' i n t é g r a t i o n e t la r e c h e r c h e -
d e s fonc t ions p r i m i t i v e s " ( " L e c c i o n e s s o b r e la i n t e g r a c i ó n y e l c á l c u l o de f u n c i o -
n e s p r i m i t i v a s " ) ' . 
No p o d e m o s aquí d e t e n e r n o s a d e s c r i b i r d e t a l l a d a m e n t e l o s i n n u m e r a b l e s 
p r o g r e s o s que supondrían l o s r e s u l t a d o s de L e b e s g u e e n e l e s t u d i o de los proble-
m a s c l á s i c o s d e l c á l c u l o i n f i n i t e s i m a l . E l m i s m o h a b í a a p l i c a d o ya, en su t e s i s , 
su t e o r í a a la e x t e n s i ó n de l a s n o c i o n e s c l á s i c a s d e l ong i tud y d e á r e a a conjun -
t o s m á s g e n e r a l e s que l a s c u r v a s y s u p e r f i c i e s u s u a l e s . M e n c i o n e m o s también -
l a s a p l i c a c i o n e s a l a s s e r i e s t r i g o n o m é t r i c a s , d e s a r r o l l a d a s p o r L e b e s g u e c a s i -
i n m e d i a t a m e n t e d e s p u é s d e su t e s i s y que a b r i r í a n n u e v o s h o r i z o n t e s en e s t a teo-
r ía , cuya e x p l o r a c i ó n es tá l e j o s de h a b e r s e t e r m i n a d o . P o r ú l t i m o , y f u n d a m e n -
? 
t a i m e n t e , la d e f i n i c i ó n de l o s e s p a c i o s L P y e l t e o r e m a d e F i s c h e r - R i e s » , ponían 
en e v i d e n c i a e l papel que podía t e n e r en e l A n á l i s i s f u n c i o n a l La nueva noción de 
i n t e g r a l , p a p e l que no h a r í a o t r a c o s a que c r e c e r con l a s g e n e r a l i z a c i o n e s p o s -
t e r i o r e s de e s t a noc ión , de l a s que h a b l a r e m o s d e s p u é s . 
A n t e s de e s t o n o s d e t e n d r e m o s u n poco m á s e x t e n s a m e n t e en uno de l o s 
p r o b l e m a s a l o s que L e b e s g u e dedijcó m á s e s f u e r z o s , la r e l a c i ó n e n t r e l a s nocio-
n e s d e i n t e g r a l y de p r i m i t i v a . Coh m o t i v o de l a g e n e r a l i z a c i ó n de la i n t e g r a l in, 
t r o d u c i d a p o r R i e m a n n s e h a b í a p l a n t e a d o de un m o d o n a t u r a l la c u e s t i ó n de s a -
b e r s i la c o r r e s p o n d e n c i a c l á s i c a e n t r e i n t e g r a l y p r i m i t i v a , vá l ida p a r a l a s f u n -
c i o n e s c o n t i n u a s , s e g u í a s i é n d o l o e n c a s o s m á s g e n e r a l e s . E s f á c i l s i n e m b a r g o 
d a r e j e m p l o s de f u n c i o n e s i n t e g r a b l e s en el s en t i do d e R i e m a n n y t a l e s que - -
/
x 
f ( t )dt no t e n g a d e r i v a d a (ni s i q u i e r a d e r i v a d a a la d e r e c h a o a la i z q u i e r d a ) 
a
 / ; ' 
e n c i e r t o B pun tos ; r e c í p r o c a m e n t e , m e d i a n t e un a n á l i s i s e x t r a o r d i n a r i a m e n t e su t i l ( p a r a e l que no e r a s u f i c i e n t e , n i m u c h o m e n o s , el t e o r e m a del p a s o a l l í m i t e -
en la i n t e g r a l ) . L e b e s g u e c o n s i g u i ó d e m o s t r a r que , s i f e s i n t e g r a b l e (en su s e n t i 
Íx ~~ 
f ( t )d t t i e n e en c a s i todo punto una d e r i v a d a i gua l a f (x ) . a 
R e c í p r o c a m e n t e , s i una f u n c i ó n g e s d e r i v a b l e a n £ a , b ] y s i su d e r i v a d a g' = f 
fX 
e s a c o t a d a , e n t o n c e s f e s i n t e g r a b l e y s e t i e n e la f ó r m u l a g(x) - g(a) = I f(t)dt. Ja. 
P e r o L e b e s g u e s e ñ a l a que e l p r o b l e m a e s m u c h o m á s c o m p l e j o cuando g1 no e s 
a c o t a d a , en e s t e c a s o g ' no e s n e c e s a r i a m e n t e i n t e g r a b l e , y el p r i m e r p r o b l e m a 
e r a p o r t a n t o e l de c a r a c t e r i z a r l a s f u n c i o n e s c o n t i n u a s g p a r a l a s que g* e x i s t e 
en c a s i todo punto y e s i n t e g r a b l e . L i m i t á n d o s e a l c a s o en que u n o de l o s "nú -
m e r o s d e r i v a d o s " de g e s s i e m p r e f i n i t o , L e b e s g u e m o s t r ó , que g e s e n t o n c e s ne, 
c e s a r i a m e n t e una f u n c i ó n de v a r i a c i ó n a c o t a d a . F i n a l m e n t e e s t a b l e c e Una rec ípro-
ca de e s t e ú l t i m o r e s u l t a d o : una f u n c i ó n de v a r i a c i ó n a c o t a d a g a d m i t e en c a s i to 
do pun to una d e r i v a d a , y g' e s i n t e g r a b l e , p e r o ya n o s e t i e n e n e c e s a r i a m e n t e 
g(x) - g(a) = \ g ' ( t )d t (2) 
a 
l a d i f e r e n c i a e n t r e l o s d o s m i e m b r o s d e e s t a r e l a c i ó n e s una func ión d e v a r i a c i ó n 
a c o t a d a no c o n s t a n t e y su d e r i v a d a e s n u l a e n c a s i todo punto ( func ión " s i n g u l a r " ) . 
F a l t a b a c a r a c t e r i z a r l a s f u n c i o n e s d e v a r i a c i ó n a c o t a d a g t a l e s q u e s e v e r i f i q u e -
l a r e l a c i ó n (2). L e b e s g u e e s t a b l e c i ó que e s t a s f u n c i o n e s s o n a q u e l l a s que p o s e e n 
l a p r o p i e d a d s i g u i e n t e : la v a r i a c i ó n t o t a l de g e n un con jun to a b i e r t o U ( s u m a de 
l a s v a r i a c i o n e s t o t a l e s de g en c a d a una d e l a s c o m p o n e n t e s c o n e x a s d e U) t i e n -
d e a 0 con l a m e d i d a d e U. 
V e r e m o s d e s p u é s c ó m o e s t o s r e s u l t a d o s , b a j o una f o r m a m á s déb i l , ad--
q u i r i r í a n m á s t a r d e u n a l c a n c e m u c h o m á s g e n e r a l . E n su f o r m a i n i c i a l , su - -
c a m p o d e a p l i c a c i ó n e r a b a s t a n t e r e s t r i n g i d o , y n o s u p e r a b a e l m a r c o de l a t e o -
r í a d e l a s f u n c i o n e s d e v a r i a b l e s r e a l e s . 
Uno de l o s a v a n c e s e s e n c i a l e s a p o r t a d o s p o r l a t e o r í a de L e b e s g u e s e r e 
f i e r e a l a s i n t e g r a l e s m ú l t i p l e s . E s t a n o c i ó n h a b í a s i d o i n t r o d u c i d a h a c i a m e d i a -
d o s d e l s i g l o XVIII y lo f u é p r i m e r a m e n t e en l a f o r m a d e " i n t e g r a l i n d e f i n i d a " -
(po r a n a l o g í a c o n la t e o r í a de l a i n t e g r a l p a r a l a s f u n c i o n e s de una v a r i a b l e , - -
J J f ( x , y ) d x d y d e s i g n a una solución d e la e c u a c i ó n Í J 2 z /bxby= f (x , y) p e r o y a t i e n e 
E u l e r una c o n c e p c i ó n m u y c l a r a de l a i n t e g r a l dob l e e x t e n d i d a a un d o m i n i o a c ó -
t a d o ( l i m i t a d o p o r a r c o s de c u r v a s a n a l í t i c a s ) , y e s c r i b e c o r r e c t a m e n t e l a fó rmu_ 
l a q u e p e r m i t e c a l c u l a r u n a i n t e g r a l d e e s t e t i po m e d i a n t e d o s i n t e g r a l e s s i m p l e s 
s u c e s i v a s . No e r a d i f í c i l j u s t i f i c a r e s t a f ó r m u l a a p a r t i r de " s u m a s de R i e m a n n " 
m i e n t r a s la f u n c i ó n i n t e g r a d a f u e s e c o n t i n u a y e l d o m i n i o de i n t e g r a c i ó n n o d e m a 
s i a d o c o m p l i c a d o , p e r o a p a r t i r d e l m o m e n t o en q u e se q u e r í a n a b o r d a r c a s o s -
m á s g e n e r a l e s , e l p r o c e d i m i e n t o de R i e m a n n e n c o n t r a b a c i e r t a s d i f i c u l t a d e s (f(x, 
y) p u e d e s e r i n t e g r a b l e en e l s e n t i d o de R i e m a n n s i n q u e Jdx j f (x , y)dy t e n g a s e n 
t i d o , c o n s i d e r a n d o l a s i n t e g r a l e s s i m p l e s e n e l s e n t i d o d e R i e m a n n ) . E s t a s d i f i -
c u l t a d e s d e s a p a r e c e n cuando s e p a s a a la d e f i n i c i ó n de L e b e s g u e , ya e s t e ú l t i m o 
h a b í a m o s t r a d o en su t e s i s que, c u a n d o f (x , y) e s u n a " f u n c i ó n de B a i r e " a c o t a d a , 
t a m b i é n l o s o n l a s f u n c i o n e s y — f ( x , y) ( p a r a t odo x) y x J f ( x , y )dy , y s e t i e -
ne l a f ó r m u l a 
f ( x , y ) dxdy - - J d x J f ( x , y ) d y (3) 
( i n t e g r a l t o m a d a s o b r e un r e c t á n g u l o ) . F u b i n i a p o r t a un c o m p l e m e n t o i m p o r t a n t e 
a e s t e r e s u l t a d o d e m o s t r a n d o q u e , s i s e s u p o n e s o l a m e n t e que f e s i n t e g r a b l e , -
e n t o n c e s e l c o n j u n t o d e l a s x t a l e s q u e y —» f (x , y) n o e s i n t e g r a b l e , e s de medie, 
d a n u l a , lo que p e r m i t í a e x t e n d e r i n m e d i a t a m e n t e l a f ó r m u l a (3) a e s t e c a s o . 
F i n a l m e n t e , L e b e s g u e a b o r d a la e x t e n s i ó n a l a s i n t e g r a l e s m ú l t i p l e s d e 
s u s r e s u l t a d o s a c e r c a d e l a s d e r i v a d a s de l a s i n t e g r a l e s s i m p l e B . D e e s t e m o d o , 
a s o c i a a una f u n c i ó n f , i n t e g r a b l e en toda p a r t e c o m p a c t a d e R n , l a f u n c i ó n de -
c o n j u n t o F ( E ) = J f (x )dx , d e f i n i d a p a r a toda p a r t e i n t e g r a b l e E d e R n , que g e n e 
E 4 
r a l i z a e l c o n c e p t o d e " i n t e g r a l i n d e f i n i d a " , y s e ñ a l a con e s t e m o t i v o q u e e s t a f u n 
c i ó n p o s e e l a s d o s p r o p i e d a d e s s i g u i e n t e s : 19 e s c o m p l e t a m e n t e a d i t i v a ; 22 e s 
" a b s o l u t a m e n t e c o n t i n u a " en e l s e n t i d o de q u e F ( E ) t i e n d e a 0 c o n la m e d i d a de 
E . La p a r t e f u n d a m e n t a l de la m e m o r i a de L e b e s g u e c o n s i s t e en d e m o s t r a r la 
p r o p o s i c i ó n r e c í p r o c a de é s t a . P e r o no .se d e t i e n e a q u í / y, h a c e n o t a r la p o s i b i -
l idad de g e n e r a l i z a r la noción de func ión d e v a r i a c i ó n a c o t a d a , c o n s i d e r a n d o l a s 
f u n c i o n e s de con jun to m e d i b l e F(E) c o m p l e t a m e n t e a d i t i v a s y t a l e s que g ¡ F ( E n ) | 
p e r m a n e z c a a c o t a d a p a r a toda p a r t i c i ó n n u m e r a b l e de E en p a r t e s m e d i b l e s E ^ . 
Y, s i b i e n s e l i m i t a a c o n s i d e r a r s o l a m e n t e f u n c i o n e s d e e s t a c l a s e en e l con 
junto de los " r e c t á n g u l o s " de R n , e s t á b i en c l a r o que s o l a m e n t e hab ía que d a r un 
p a s o p a r a l l e g a r a la noc ión g e n e r a l de m e d i d a que va a d e f i n i r J . Randon en 
1 . 9 1 3 , eng lobando en una m i s m a s í n t e s i s la i n t e g r a l de L e b e s g u e y la i n t e g r a l de 
S t i e l í j e s , de la que v a m o s a h a b l a r a h o r a . 
T . S t i e l t j e s pub l i ca , con e l t í tu lo " R e c h e r c h e s s u r l e s f r a c t i o n s c o n t i n ú e s " 
( " I n v e s t i g a c i o n e s s o b r e l a s f r a c c i o n e s c o n t i n u a s " ) , una m e m o r i a en la que , a p a r -
t i r de una c u e s t i ó n a p a r e n t e m e n t e m u y p a r t i c u l a r , se p l a n t e a b a n y r e s o l v í a n , con 
g r a n e l e g a n c i a , p r o b l e m a s de n a t u r a l e z a c o m p l e t a m e n t e nueva en la t e o r í a de fun 
c i o n e s a n a l í t i c a s y en la de f u n c i o n e s de una v a r i a b l e r e a l , B u s c a n d o una r e p r e -
s e n t a c i ó n d e l l í m i t e de una c i e r t a s u c e s i ó n de f u n c i o n e s a n a l í t i c a s , S t i e l t j e s , e n -
t r e o t r o s , s e hab ía Vis to l l evado a i n t r o d u c i r , s o b r e la r e c t a , e l c o n c e p t o de u n a 
" d i s t r i b u c i ó n de m a s a " p o s i t i v a , noc ión f a m i l i a r d e s d e m u c h o a n t e s en l a s c i e n -
c i a s f í s i c a s , p e r o que h a s t a e n t o n c e s s o l a m e n t e hab ía s ido c o n s i d e r a d a en m a t e -
m á t i c a s con una s e r i e de h i p ó t e s i s r e s t r i c t i v a s (en g e n e r a l , la e x i s t e n c i a de «na 
" d e n s i d a d " en todo punto , v a r i a n d o de f o r m a cont inua) ; S t i e l t j e s s e ñ a l a que una -
d i s t r i b u c i ó n de e s t e t ipo equ iva le a una func ión c r e c i e n t e tp (x) que da la m a s a t o -
t a l c o r r e s p o n d i e n t e a l i n t e r v a l o de e x t r e m o s 0 y x p a r a x > 0, y e s t a m a s a c a m -
b i a d a de s igno p a r a x < 0, c o r r e s p o n d i e n d o l a s d i s c o n t i n u i d a d e s de tp a l a s m a s a s 
" c o n c e n t r a d a s en un p u n t o " . S t i e l t j e s f o r m a e n t o n c e s , p a r a una d i s t r i b u c i ó n de 
e s t e t ipo en un i n t e r v a l o C a , b 3 , l a s " s u m a s de R i e m a n n " | f( g_,)C( f " ^ ( 3 C j 0 
y d e m u e s t r a que , cuando f es con t inua en f a , b ] , e s t a s s u m a s t i e n d e n h a c i a un -
f b , . 
l í m i t e que d e s i g n a po r 1 f(x)dtp (x). No n e c e s i t a n d o i n t e g r a r m a s que f u n c i o n e s 
a
 ' 
con t i nuas (e i n c l u s o d e r i v a b l e s ) , S t i e l t j e s n o l l evó m á s a d e l a n t e e l e s t u d i o de e s -
t a i n t e g r a l . P e r o en 1. 909, F . R i e s z d e m o s t r a b a que l a s i n t e g r a l e s de S t i e l t j e s 
£ —s» | fdtp son l o s f u n c i o n a l e s l i n e a l e s con t inuos m á s g e n e r a l e s «obre e l e s p a -
c ió (if de l a s f u n c i o n e s n u m é r i c a s con t inuas s o b r e e l i n t e r v a l o I = ] ( e s t a n -
do do tado (I) de la Topología de la c o n v e r g e n c i a u n i f o r m e y la e l e g a n c i a y s e n -
c i l l e z de e s t e r e s u l t a d o s u s c i t a r o n i n m e d i a t a m e n t e d i v e r s a s g e n e r a l i z a c i o n e s ; c o m 
b inando l a s i dea s de F . Riesz; y de L e b e s g u e se m o s t r ó la f o r m a d e d e f i n i r una 
i n t e g r a l med i an t e los p r o c e d i m i e n t o s de Lebesgue p a r t i e n d o de una " función de -
con jun to c o m p l e t a m e n t e a d i t i v a " cua lqu i e r a (definida s o b r e los con jun tos med ib l e s 
p a r a la med ida de Lebesgue) en vez de p a r t i r de la medida de L e b e s g u e . En la 
noción de "med ida de Radon" s o b r é R n a s í def in ida e s t a b a " inc lu ida" la de fun -
ción "de v a r i a c i ó n a c o t a d a " : la d e s c o m p o s i c i ó n de una función de v a r i a c i ó n acota-
da en d i f e r e n c i a de dos func iones c r e c i e n t e s e s un c a s o p a r t i c u l a r de la d e s c o m -
pos i c ión de una med ida en d i f e r e n c i a de dos m e d i d a s p o s i t i v a s ; i g u a l m e n t e , la 
" m e d i d a de b a s e ¡i." c o r r e s p o n d e a la noción de func ión " a b s o l u t a m e n t e con t inua" , 
y la d e s c o m p o s i c i ó n de una med ida cua lqu i e r a en una med ida de b a s e |x y una m e 
dida " s i n g u l a r " , a la d e s c o m p o s i c i ó n de Lebesgue de una función de var iac ión- a -
co tada en s u m a de una func ión a b s o l u t a m e n t e continua y una func ión " s i n g u l a r " . 
A d e m á s , Radon d e m o s t r ó que la "dens idad" , r e s p e c t o a fi de una m e d i d a de b a s e 
JA s igue ex i s t i endo cuando n e s una med ida que t i ene como b a s e la med ida de Le^ 
b e s g u e , u t i l i zando una idea a n t e r i o r de F . R i e s z , que c o n s i s t e en c o n t r u i r una -
i m a g e n de la med ida p, p o r med io de una ap l icac ión £ de R n en R, e legida de t a l 
m o d o que (fx) s ea la med ida de L e b e s g u e s o b r e R . 
C a s i inmediatamente d e s p u é s de la a p a r i c i ó n de la m e m o r i a de Radon, -
F r ó c h e t s eña laba que casi t odos los r e s u l t a d o s de e s t e t r a b a j o p o d r í a n e x t e n d e r -
s e a l c a s o en que la "función de conjunto c o m p l e t a m e n t e ad i t iva" , en vez de e s -
t a r def in ida p a r a l a s p a r t e s m e d i b l e s de R n , e s t á def in ida p a r a c i e r t a s p a r t e s de 
un conjunto E c u a l q u i e r a ( e s t a s p a r t e s deben s e r t a l e s que l a s o p e r a c i o n e s de -
unión n u m e r a b l e y de " d i f e r e n c i a " den luga r a con jun tos p a r a los que e s t é def ini-
da la func ión) . Sin e m b a r g o , l a e x p r e s i ó n de una med ida de b a s e ¡J. en la f o r m a 
g . f i s e apoyaba en L e b e s g u e y Radon en r a z o n a m i e n t o s en los que i n t e rven í a de 
modo d e c i s i v o la Topología de R n (y h e m o s v i s to que la d e m o s t r a c i ó n de Radon 
e s vá l ida s o l a m e n t e si ¡J, e s una med ida que t iene, como b a s e la med ida de Lebes_ 
gue) , y h a s t a 1.930 no obt iene 0. N ikodym e s t e t e o r e m a en su f o r m a g e n e r a l m e 
d ian te un r a z o n a m i e n t o d i r e c t o (no tab lemente s i m p l i f i c a d o d e s p u é s por J . von Neu 
2 
m a n n g r a c i a s a l e m p l e o de l a s p r o p i e d a d e s de los e s p a c i o s L . 
Con la m e m o r i a de Radon la t e o r í a g e n e r a l de la i n t e g r a c i ó n puede con -
s i d e r a r s e c o m o t e r m i n a d a en sus g r a n d e s l í nea s ; e n t r e los a v a n c e s e s e n c i a l e s 
p o s t e r i o r e s s o l a m e n t e p o d e m o s c i t a r la def in ic ión de p r o d u c t o inf in i to de m e d i d a s , 
deb ido a Dan ie l l , y la de i n t e g r a l de una función con v a l o r e s en un e s p a c i o de -
B a n a c h , dada por B o c h n e r en 1 . 9 3 3 , que anunc iaba el e s tud io m á s g e n e r a l de la 
" i n t e g r a l d é b i l " d e s a r r o l l a d o a lgunos años d e s p u é s p o r Ge l fand , Dunford y P e t t i s . 
P e r o todavía había que p o p u l a r i z a r la nueva t e o r í a y c o n v e r t i r l a en «na h e r r a 
mienta m a t e m á t i c a de u s o c o r r i e n t e , en tanto que la m a y o r í a de los m a t e m á t i c o s , 
iiacia 1 .9 ' ió c o n s i d e r a b a n ún i camen te la " i n t e g r a l de L e b e s g u e " c o m o un i n s t r u -
mentó de a l ta prec'is'ióií y de de l i cado m a n e j o , de s t i nado s o l a m e n t e a t r a b a j o s d.@ 
aut i leaa y a b s t r a c c i ó n e x t r e m a d a s . E s t a fué la ob ra de Cara théodory . en un l i b r o 
que Be c o n s i d e r ó d u r a n t e mucho t i e m p o como un c l á s i c o y que e n r i q u e c i ó a d e m á s 
la t e o r í a de Radon con n u m e r o s a s o b s e r v a c i o n e s o r i g i n a l e s . 
P e r o e s t a m b i é n en e s t e l i b r o cuando, po r p r i m e r a vez , la noción de in_ 
t e g r a i , que había s ido una de l a s p r e o c u p a c i o n e s p r i n c i p a l e s de L e b e s g u e , cede 
la p r i m a c í a a la de m e d i d a , que .para Lebesgue (como a n t e s p a r a Jordán) solo fea 
b ía s ido un med io t é c n i c o a u x i l i a r . E s t e c a m b i o de punto de v i s t a se deb ía , s in 
duda, en C a r a t h é o d o r y a la exces iva i m p o r t a n c i a que p a r e c e h a b e r concedido a l a s 
" m e d i d a s p - d i m e n s i o n a l e s " . A p a r t i r de en tonces los a u t o r e s que s e han ocupado 
de la i n t e g r a c i ó n se han, dividido e n t r e e s t o s dos puntos de vista,, no sin o r i g i n a ? 
una s e r i e de d e b a t e s . Los «nos han seguido a C a r a t h é o d o r y ; en sus e x p o s i c i o n e s 
cada v e s más a b s t r a c t a s y a x i o m a t i s a d a s , la m e d i d a , con t o d o s ' l o s r e f i n a m i e n t o s 
t é c n i c o s a los que se p r e s t a , no solamente d e s e m p e ñ a e l pape l p r inc ipá i s s ino que 
t i ende a p e r d e r con tac to .con l a s e s t r u c t u r a s t opo lóg icas a l a s que e s t á en r sa lá -
dad l igada en la m a y o r p a r t e de los p r o b l e m a s en que I n t e r v i e n e . O t r a s e x p o s i -
c iónes s iguen , m á s o m e n o s , un mé todo ya indicado p o r W . H . Young y d e s a r r © -
l iado d e s p u é s por Dan ie l l . E l p r i m e r o , a l t r a t a r la i n t e g r a l d© Lebesgue» p a r t í a 
de la " i n t e g r a l de C a u c h y " de l a s ¿tinciones con t inuas con s o p o r t e c o m p a c t o , que 
se suponía conoc ida , p a r a d e f i n i r s u c e s i v a m e n t e la i n t e g r a l s u p e r i o r de l a s fun « 
c lones s e m i c o n t i n u a s i n t e r i o r m e n t e y, d e s p u é s de l a s f u n c i o n e s n u m é r i c a s c u a l e s , 
q u i e r a , ob ten iéndose de e s t a manera una de f in ic ión de l a s f u n c i o n e s i n t e g r a b l e s , 
c a l c a d a s o b r e la de L e b e s g u e p a r a los con jun tos , p o r m e d i o s ú n i c a m e n t e " funcio-
n a l e s " . Daniell» en 1 . 9 1 8 ex tendió e s t a expos i c ión , con a l g u n a s m o d i f i c a c i o n e s , a 
f u n c i o n e s d e f i n i d a s en un con jun to cualquiera; d e n t r o de l • m i s m o o r d e n de i deas -
(y e s t r e c h a m e n t e r e l a c i o n a d a con los m é t o d o s empleado® en t e o r í a e s p e c t r a l an » 
t e s • de Gel fand) d e b e m o s s e ñ a l a r t a m b i é n la m e n i b r i a de F . R i e s e que expone e n 
una f o r m a c o n c i s a y e l egan te l o s r e s u l t a d o s de la t e o r í a de l o s e s p a c i o s o r d e n a -
dos que i n t e r v i e n e n en la t e o r í a de la I n t e g r a c i ó n . 
M á s que en lo r e l a t i v o a l a s o b r a s e x p o s i t i v a s , e s en lo que ae refiere 
& l a s a p l i c a c i o n e s donde d e b e m o s b u s c a r los p r o g r e s o s r e a l i z a d o s por la t e o r í a 
de la i n t e g r a c i ó n d e s d e i . 920: t e o r í a de la p r o b a b i l i d a d (en o t r o t i e m p o p r e t e x t o 
para adiv inaciones y paradojas , y que se ha convert ido en una rama de la teor ía 
de la Integración d e s d e su ax iomat izac ión p o r Kolmogorov, pero en una rama au-
tónoma con s u s métodos y prob lemas p r o p i o s ) ; t eor ía ergódica; teoría e spec tra l y 
a n á l i s i s armónico , d e s d e e l descubr imiento po r Haar de la medida que l l eva su 
nombre , y e l movimiento de ideas¡ provocado por e s t e descubr imiento han hecho 
d e la integral uno de loa ins trumentos m á s importantes en la teor ía de grupos . 

L E C C I O N i 
I N T E G R A L R I E M A H N - S T I E L T J E S 
i . - D e f i n i c i ó n . -
C o n s i d e r e m o s un i n t e r v a l o |°á,fe '] |€ R . E f e c t u e m o s una p a r t i c i ó n d e l mia» 
m o p o r lo s pun tos : 
siendo; 
a
 ~
 Xq» » X 2 ' ' ' ' > 4 » *|¡> ' < • I = ^ 
X 0< x l < < •• < X>-1 < x i < •• < K a 
E a cada uno d© ÍOB s u b i n t e r v a l o s [ i , X 1, e l e g i m o s un punto v i 
x i _ i ^ 5 i ^ x i 
Sean f(se) y dos f u n c i o n e s r ea l e s» definida© j a c o t a d a s en £a, 
Se forma la e x p r e s i ó n : 
S s
 A ^ ^ i í - C v i í X i ) - 9 ( ^ ) 3 
que s e l l a m a s u m a de R i e m a n n - ' S t i e l t j e s de 'i con r e s p e c t o * 
Sí e s t e s u m a a d m i t e l í m i t e f in i to p a r a toda s u c e s i ó n d e p a r t i c i o n e s , 
P j j . • . cuyos d i á m e t r o s forman u a a s u c e s i ó n nula» con i n d e p e n d e n c i a de l o s pun -
t o s e l e g i d o s , se l l a m a a d i cho l í m i t e i n t e g r a l de R i e m a n n - S t i e l t j e s de l a fon -
c ión f(x) ( i n t eg rando) , r e s p e c t o de la func ión d© d i s t r i b u c i ó n <p{x) ( í n t e g r a d o r ) , e n 
e l i n t e r v a l o f a . b j , y la r e p r e s e n t a m o s a s í : 
, b 
f(x) .. d » (x) 
E n el c a s o p a r t i c u l a r de que «p (x) -- x , n o s queda la i n t e g r a l de R i e m a n n : 
.b 
f(x) . dx 
a 
La i n t e g r a l de R i e m a n h - S t i e l t j e s p e r m i t e la r e a l i z a c i ó n de l e s t u d i o , con 
¡mayor g e n e r a l i d a d que lo p e r m i t i r í a la de R i e m a n n , de p r o b l e m a s d e E s t á t i c a en 
DS que la c a r g a no s e a de n a t u r a l e z a cont inua ó de problemas de E s t a d í s t i c a y 
C á l c u l o de P r o b a b i l i d a d e s en los que se m a n e j e n d i s t r i b u c i o n e s continuas ó dia -
cont inuas . 
2. - P r o p i e d a d e s . -
2 . 1 . - P r o p i e d a d ad i t iva de i n t e r v a l o s . -
De m o d o s i m i l a r al u t i l i z a d o p a r a d e m o s t r a r e®ta p r o p i e d a d c o r r e s p o n -
d i e n t e a la i n t e g r a l de R i e m a n n , s e puede e s t a b l e c e r p a r a l a s i n t e g r a l e s de Rie » 
mann-St i e l t j e s , la s i gu i en t e p r o p i e d a d : 
f (x) . d ip (x) + | f(x).d<p (x) = I í (x) . áp (x) , s i endo a < b < c 
'a ¿h ^a 
2 . 2 . - P r o p i e d a d e s de l i n e a l i d a d . -
a) Si f(x) y g(x) son i n t e g r a b l e s según R - S r e s p e c t o de tp(x), y m y n son 
c o n s t a n t e s , s e t i ene : 
sfe / i s - b 
( i i i . f(x)+n .g(x)) .d«p (x) = m . 1 f(x) . d <p (x) + n . l g(x).d«p(x) 
a ^ a a 
b) Si f(x) e s i n t e g r a b l e según R - S r e s p e c t o d e <p(x) y «J(x), g® Élene: 
. b h Ja 
f ( x ) . d [ m , c¡>{x)+n.U)(x)> m . 1 f(x).d<p (x) + n . | f(x) . á m (x) 
a • 'a 
2.3. - A c o t a c i ó n . ' -
Si en C a . b l la f u n c i ó n f(x) e s t á a c o t a d a , ¡ f(x) ¡ < k. s e t iene: 
n , n 
i=l A i ~ l 
luego l a i n t e g r a l según R - S , t a m b i é n e s t á acotada. 
2 . 4 . - I n t e g r a c i ó n p o r p a r t e s . -
En la i n t e g r a l de R i e m a n n - S t i e l t j e s e x i s t e una I m p o r t a n t e r e lac ión e n t r e 
el i n t e g r a d o f(x) y e l i n t e g r a d o r <p (x) y que e s la s i g u i e n t e : 
Si e x i s t e la i n t e g r a l s egún R - S de f(x) r e s p e c t o de <p(x), también e x i s t e 
la integral según R-S de <p (x) respecto de f(x) en e l m i s m o intervalo [ a , b ] , y 
s e cumple la siguiente igualdad: 
Íf(x) .d«p(x) + l <p(x). df(x) = f(b). <p (b) -f(a). <p(a) a "a 
Esta última igualdad se denomina fórmula de integración por partes . 
b 
P a r a demostrarla , como por hipótesis existe Y f(x)d<p(x), s e tiene que, 
•'a 
dado un e > 0, se veri f ica: 
I • )C -<P ( x . _ 4 ) ] f(x) . d <p(x) I < * 
Formamos la suma, eligiendo la misma partición: 
n n n 
E f e ) - Cí(x.)-f(x. )3 = X «p(C> ) , f ( x ) - £ <P(r').f(x . ) (O 
i= i * • i - 1 1 1 x=l 1 
xí-i<5'í< xi 
Escr ib imos lav identidad: 
n n 
H = f(b). <p(b)-f(a) . <p (a) = J f(x.) . «pfxp - J f ^ ) . «p (x. (2) 
i=l i=l 
Restando (1) y (2), se tiene: 
n n n 
H- 2 «i>(^,i).Cí(x.)-f(x J] =-• Z tM&MM?,)!* I f<*. JCrfc'iWK-iU * 
i=l 1 i=i 1 1 i - i 
k=2n 
k=l 
f¡ Si 
• 4 — 
Esta última igualdad la hemos obtenido combinando las dos sumas anteriores en 
una so la , considerando la partición obtenida de la in ic ia l Xq, X ^ , , . . , *J» 
,, x , al subdividirla con los puntos f ' . . 
n r i ,b 
'a 
Como el segundo m i e m b r o tiene lVmite f D f(x).d<p(x) ex is te y s e tendrá: 
' a 
<p(x);df(x) f(x)d«p (x) 
a ' ' a 
Íb í tb <p(x)df(x) + j ' f(x). dip(x) = £(b). <p(b) + £(á) »«p (a) a ' K 
3 . - Reducc ión a «sus, i n t e g r a l de FÜgfmma,. -
, b 
Si ©xist© la i n t e g r a l según R - S de f(x) r e spec to a <? (x), I í(x)d<P (x), y 
' •'a . la func ión de d i s t r i b u c i ó n tp(x) t iene una d e r i v a d a «?'(x) cont inua e s £ a , b ] , pode 
m o s reducir la i n t e g r a l según R - S a una i n t e g r a l de R i e m a n n , y s e t i ene : 
fb f(x).d<p (x) = | f (x) . (p'(x). dx 
' a J-a 
P a r a d e m o s t r a r l o , consideremos mis p a r t i c i ó n x^ , x^ „ . . . , x^ ^ , x^, . . .
 s 
m e m o s la s u m a de R - 5 correspondiente 
bro, y le a p l i c a m o s • el t e o r e m a del v a l o r medio ; 
>5c
a Y f o r e o s la s u a de - 5 c o r r e s p o n d i e n t e a la i n t e g r a l del p r i m e r m i a m , -
f U J . M s O - ^ x , - 2 £(?; . )Ax . <p«(*,) . (1) 
i=i í=í * a 
siendo: 
X i - l x < ^ x i ; A x i = x i " x i „ f » * u i * 
A n á l o g a m e n t e , e s c r i b a m o s la s u m a de R i e m a n n c o r r e s p o n d i e n t e a la in -
tegra l de l segundo m i e m b r o in ic ia l , c o n s i d e r a n d o la m i s m a p a r t i c i ó n y los m i s m o s 
puntos 
R e s t a n d o (1) y (2) queda : 
n a a 
f £ f ( e . ) . A x . v ' ( f l e ) - z f ( | . ) , A x j ¡ E i c c ^ c r í a ^ r í e . ) j A * t | « H 
i=l i - 1 Is-f 
La íunc ió» f(x) e s t á a c o t a d a , luego | £fx)| < Vi, en Ca»fe3. A s i m i s m o c o -
m o ip'(x) e s cont inua en f a , b j , s e r á uniformemente cont inua en C®»b]» luego da -
do un S> 0, e x i s t e un 6 (que depende sólo de © ), t a l que s e c u m p l i r á s 
Luego, se t e n d r á : 
n 
H < | I M 
i=l M(b-a) 
.Ax. | M. e . (b - a) 
M. (b - a) 
Luego (1) y (2) t ienen el m i s m o l ími t e , y se t end rá que e l de (2) ex i s t e , 
cumpl iéndose la igualdad in ic ia l . 
4 . - Func iones e sca lonadas como func iones de d i s t r i b u c i ó n . -
Sea <p(x) una función acotada y def inida en £ a , b j de ta l m a n e r a que s e a 
d iscont inua en un n ú m e r o f in i to p de puntos c , s iendo: 
K 
as< C1 < c 2 < • • • < V b 
Si la función ip(x) es cons tan te en cada in t e rva lo a b i e r t o (c , c ), s e 
K 
dice que cp (x) e s una función esca lonada y el n ú m e r o . 
S^ = <p - <p (c^-) , se l l ama el sa l to en c^ . Si c^ = a , el sa l to en c^ 
e s S1=tp(c1+) - ip(c1), y si c p = b, el sa l to en c^ e s : S p = tp (cp) - <P ( c p - ) -
V e a m o s cómo l a s func iones e s c a l o n a d a s r e l ac ionan las i n t e g r a l e s de R - S 
con l a s s u m a s f in i t a s , p a r a el lo vamos a d e m o s t r a r e l s iguiente t e o r e m a : 
Sea (p (x) una función esca lonada def inida en [ a , b j , con sa l to s S^, S^, . . . 
S en los puntos a < x . < x_ < . . . < x 4 b. p. 1 í p 
Sea la función f(x) def inida en [ a , b ] , con la condición de que f(x) y <p(x) 
no s e a n a la vez d i scon t inuas a la d e r e c h a ó a la i zqu ie rda de l o s puntos de l sa l 
to x^ . Vamos a d e m o s t r a r que la i n t eg ra l según R-S , ' - J f (xKd<f t (x)exis te y s e * 
cumple : 
,b 
f(x).d<p (x) = I f(x )S 
k-1 K 
P a r a d e m o s t r a l o , c o n s i d e r e m o s la función: 
¥(x) = 
0 
S1 
S l + S 2 
S . + . . , + S 1 p 
s i 
s i 
BÍ 
x < c . 
a, 
ct4 X <c2 
C 2 4 X < C 3 
s i c x < c p - l v p 
La función <í>(x) = <p(x) - V (x) queda reduc ida a una cons t an te , por lo que 
será derivable en £ a , b ] y se tendrá: 
,b - b . 3 
| f(x).d<p(x) = | f (x) .d*(x) + 1 f (x) .d7(x) =1 f(x).dy(x)= i í ( x k ) . S k 
a •'a 
ya que la última integral se reduce al sumatorio al s er nulas las d i ferencias 
Y (Xj) - Y ( x i cuando los puntos s , y x, ^ están comprendidos entre doé s u c e s i -
vos de discontinuidad c. , , c . . i - I i 
Si tp (x) no e s Junción escalonada pero tiene un número p finito de pun -
tos de discontinuidad de primera espec ie c . , c_, . . . , c , con sal tos S . , S _ . . . , S 1 E p , 1 2 p 
en dichos puntos, podremos demostrar una fórmula análoga. Para ello construí -
mos igual que antes la función ¥ (x). 
La función<í(x) = <p (x) - T(x) es también continua. Si además e s derivable 
y con derivada continua en Ca .b] , tendremos: 
,b „b
 Ab ¿fc 
í. í f(x). d<p (x) = I f(x). d®(x) + 1 f(x). dy(x)= f(x). ,tf(x). dx + z f (c k )S k k=l 
por los m i s m o s motivos que antes se expusieron anteriormente. 
5. - Ejemplos . -
2 
5 . 4 . - Calcular la integral según Riemann-Stieltjes de la función f(x) = x , r e s -
pecto de la función de distribución <p(x) = e , siendo E(x) la función parte ente 
ra de x, en el intervalo £0, 7/2 } 
fiS 
ü 
« I 
» í 
8: í 
i \ 
I s 
U , 
a 
La función ip(x) es escalonada, con saltos en los puntos 0, 1, 2 y 3, de 
valor: 
S Q = <p (0+) - «(O) = 1 - 1 = 0 
S = tí> (i-f) - ( i a - 1 
? S = ip(2+) -tp (2-)= © % e 
3 ? 
S 3 = «p (3+) - f (3 - ) s © - © 
. 7 / 2 
x
2
. d C e E ( ' f ) > . Z f ( * k ) - ' \ = í{0). SQ + £ f í ) . + f(2) . .3 + £C3) . S j -
k=0 
= ( s - i ) . 1 - K * 2 - e ) . 4 + ( e 3 - « 2 ) . 9='9e3 - 5®Z-3«|..4 
3 . 2 . - C a l c u l a r la i n t e g r a l s egún R i e m a n n - S t i e l t j e s de la .función £(x) = x r e s p e c 
to de la f unc ión dé d i s t r i b u c i ó n f (x) »25(x) .sea x , s i e n d o E(x) la p a r t e e n t e r a de 
x , en e l i n t e r v a l o £0, n/Z 2 « 
it 
1 -1 X 
L a func ión cp (x) t i ene en e l punto x = i , un s a l t o d e v a l o r S^ - ¡p (A+) • 
tp( l~) = s e n 1 - 0 = s e n 1 . 
.71/2 
# (x) - s e n x - sen 1 
.1 Ji/2 
x . d CE(x). s e n x ] = 1 0 + 1 x . d(oen x - sen, 4) 4- f ( l ) . S^ = 
'o o J i 
, l t / Z 
x . C O B X dx + s e n ' 1 = [ x . s e n x 3 
n/z 
•x/Z 
s e n x dx + s e n i = -5™ -
- s e n i +(0 e o s i ) + s e a 1 = - e o s i 

1 . - I n t e g r a l e s depend ien t e s de un p a r á m e t r o . •• 
Son n u m e r o s o s los c a s o s p r á c t i c o s en l o s que a p a r e c e n i n t e g r a l e s con 
uno o v a r i o s p a r á m e t r o s que f i g u r a n en la func ión s u b i n t e g r a l e i nc luso en los l £ 
m i t e s de i n t e g r a c i ó n , y que no pueden e x p r e s a r s e m e d i a n t e l a s f u n c i o n e s e l emen-
t a l e s conoc idas . Asi se def inen n u m e r o s a s func iones m e d i a n t e e s t e tipo de i n t e g r a 
l e s , s iendo de g r a n u t i l idad en m u c h a s a p l i c a c i o n e s . P o r e l lo es n e c e s a r i o e s t u — 
d i a r l a s y p o r lo tan to se p r e c i s a a n a l i z a r su cont inuidad y de r i vab i l i dad , como a 
cont inuación se e x p r e s a . 
2. - Cont inu idad . -
Si. la func ión f(x^y) e s cont inua en e l r e c t á n g u l o de v a r i a c i ó n de x e v , ~ 
a ^ x < b , c ^ y ^ d , la | f (x . y ) d x e s una func ión cont inua d e y, en el i n t e r v a l o 
C c . d ] . 
f b 
E s c r i b a m o s el i n c r e m e n t o de la func ión F(y) = 1 f (x . y)dx 
' 'a 
Íb b 
f ( x ,y+ A y) dx - 1 f (x .y ) dx 
a • ' a 
P o r s e r f (x .y ) cont inua en un áwtainio c e r r a d o , s e r á u n i f o r m e m e n t e con 
t inua en él , luego dado un e > 0, se podrá h a l l a r un v a l o r 5 t a l que p a r a c u a l q u i e r 
p a r de puntos y^), P2(X2* Y?) d i f i e r a n m e n o s de 6 , ee t e n d r á : ¡ f f x ^ . y ^ ) -
- f (x^ , y^) ¡ <£. Luego e l eg idos dos puntos (x, y), (x, y+Ay), s e t e n d r á : | f (x, y+Ay)-
- f (x , y) | < e , s iendo | A y | < 6 . 
Luego q u e d a r á : 
|AF(y)| = | | f (x . y+Ay)dx- I f (x .y )dx |
 v< I | f (x , y +Ay)-f (x . y) | dx<8 1 dx = E . ( b - a ) 
a a K 1 
f b luego la func ión F(y) = f(x, y)dx es con t inua . 
•'a 
La cont inu idad p e r m i t e p e r m u t a r e l s igno J con e l p a s o a l l i m i t e , por lo 
que s e p o d r a p o n e r : 
l i n t | f(x, y)dx = i l im f (x .y)dx = i f ( x . 3 ) dx 
y - p J a J a T - f t ' j a 
3„ - Der ivada de la i n t eg ra l . -
Si la -función. f(x.y) ' e¡? der ivable r e s p e c t o de y- y . t a n t o la función, f (x .y) 
c ó m o la de r ivada 6 f/?> y son cont inuas en .el r ec tángu lo á ^ x ^ b , c < y < d, la 
rh 
i n t e g r a l F(y) = j £(x.y)dx admi te de r ivada r e s p e c t o de y que «e obtiene d e r i v a n -
-"a 
do la función sub in tegra l r e s p e c t o de y. 
P a r a el lo ap l i camos la def inic ión -.derivada: 
F ' (y) í im MH-MzEM-
 ( i ) 
y A y 
E s c r i b a m o s a p a r t e el n u m e r a d o r f ap l iquémoale el t e o r e m a de l v a l o r medio:. 
Íb h b £ ( x | y f á y ) d x - | f(sÉ, y)dx - 1 y+A.y)-tf*.y) ] d x = 
-b 
= Ay. I £• y+ $ . A y), dx 
i y 
donde 0 < < 1. Sust i tuyendo en (!),• queda: 
f b á y J f ' v ( x , y + $ . A y). dx 
a y 
•Ff . - l i m ^ ^ -. ' í im | f» ' (x, y. + . A y)' dx = 
y
 hf-*» 0 y Ay-^0 ) y 
- 1 l ím f» (x, y -f l . á y t ó x = i f» (x, y)dx 
) a . A y - 0 y " 4 y 
de a c u e r d o con la cont inuidad de f'^.- Es t a í p r i p l i s.e l l a m a fórmula de Le ibn i t s . 
V e a m o s a h o r a el c a s o de que los': l ími t e ó' «te. i n t eg rac ión a y b sean fun -
c ión de r ivab l e^ de v . La i n t eg ra l s e r á aho ra función de a , b . y, a sea una fun -
e io» compues t a de y . 
F ( a . b , y ) = I f{x, y)dx 
-'a(y) 
Aplicando la regla de derivación de una func ión c o m p u e s t a , s e p o d r á po* 
n e r : 
,b(y) 
J n ítr\ 
d 
dy 
'a(y) 
Para calcular el primer sumando <5 F / b y, se suponen a y b cons t an t e» , 
luego es el m i s m o v a l o r calculado antes por la f ó r m u l a de L e i b n i t s , o s e a : 
= J í ' y ( x , y ) a K (3) 
Para c a l c u l a r el t e r c e r sumando , r e c o r d e m o s e l teorema f u n d a m e n t a l del 
cálculo i n t e g r a l que expresa la variación de una i n t e g r a l definida al variar el lí -
mite superior y que para f unc iones cont inuas permite escribir; 
.X-
Ir F<x> * ir 1 * f<x> 
Apl icándolo a n u e s t r o c a s o X = b, s e t e n d r á ; 
.b 
b b b b 
' a 
b F U
 ' f(x,y)dx = f(b,y) (4) 
Para calcular e l segundo sumando , podemos aplicar la fórmula (2), cam 
biando l o s l í m i t e s de i n t e g r a c i ó n ; 
,b - a 
a b 
Sustituyendo (3), (4) y (5) en (?.), queda : 
,b(y) 
I 
Ju 
I f = f(*. y)dx = | f(x, y)dx = - f ( a , y ) (5) 
!
u\y> 
£(x,y)dx = | ¿ - d * -f f(b, y). - f<a, y) . a/v\ Jfl dy ' (y) 
4. - L í m i t e u n i f o r m e de una suma, -
Si la func ión f(x, y) e s una func ión cont inua de x e y «s . e l r e c t á n g u l o de 
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v a r i a c i ó n a ¿ x ¿ b , e ,<y s <d„ la s u m a Z f (p . , y ) .Ax . t i enda u n i f o r m e m e n t e a la in 
«b ' 1 ^ 
tegral | f(x, y)dx, en el i n t e r v a l o [a, b], o s ea dado un va lo r € > 9, ge podrá 
h a l l a r un ó t a i que p a r a todo s i s t e m a de p a r t i c i o n e s cuyos i n t e r v a l o s v e r i f i q u e n 
Áx.< ó , s e tendrá: 
- b 
¡ E£{ y)Ax. - i f(x, y)dx } K •«• s « « + A x. 
c u a l q u i e r a que sea y p e r t e n e c i e n t e a l i n t e r v a l o £ c , dD. 
P a r a d e m o s t r a r l o , sear 
f(x, y) entre f(x^, y) y f(x. +Ax^, y) 
n M. y m el m á x i m o y 'el m í n i m o abso lu to de - -
i i 
»b 
s - Z m . A x . < i f íx , y)dx< Z M . á x . = S 1 1 8 1 1 
8 = 
 I m. Ax. < Z f( y) A x. < S M . á x . = S 
la .d i ferencia v e r i f i c a r á : 
f I £(x, y)dx - Z f ( £ . , y) . Ax . | < S - * = 2 ( M . - m ^ x . í ~ ¿ A x ^ e 
a 
Ya que f(x, y) e s u n i f o r m e m e n t e cont inua en e l r e c t á n g u l o dado, y p o r -
t a n t o -la o sc i l a c ión M -m^ ee podrá h a c e r m e n o r que fi/b-a en todo el r ec t ángu lo , 
con independencia de y, t omando Ax. < 6 » 
E s t a p rop i edad se u t i l i za p a r a el cá lcu lo de integrales , dobles y t r i p l e s . 
Se puede g e n e r a l i z a r . - p a r a func iones f(x, y) a c o t a d a s y con un número fini 
to de puntos de d i scon t inu idad . 
A s i m i s m o , se puede g e n e r a l i z a r p a r a i n t e g r a l e s dependien te» de dos pa -
r á m e t r o s j* f(x, y. 21) dx, exig iendo a .f(x, y, z) l a s m i s m a s cond ic iones i n i c i a l e s de 
cont inuidad en e l p a r a l e l e p í p e d o a ¿ x ¿ b, c y d; e ¿ a £. 
5 . - I n t e r v a l o s i n f in i t o s . -
V a m o s a g e n e r a l i z a r los r e s u l t a d o s a n t e r i o r e s a i n t e g r a l e s de i n t e r v a l o 
infinito: F(y) = I f(x, y)dx. E s t a i n t e g r a l i m p r o p i a t i ene mi c a m p o de ex is tencia 
*a 
a l v a r i a r y, que s u p o n d r e m o s ee • el i n t e r v a l o c 4 Y € d. 
Se d ice que la i n t e g r a l e s u n i f o r m e m e n t e c o n v e r g e n t e en dicho i n t e r v a l o , 
s i dado un n ú m e r o e > 0, s e puede h a l l a r un va lo r A que depende de £ p e r o no de 
y t a l que J ¡ £ ( x , y ) dx
 r jf N f ( x , y ) d x | < e ¥ N >A y ¥ y e [ c , d ] 
* a « 
Vamo s a d e m o s t r a r que s i f(x, y) e s continua p a r a x ^ a, c y i d | y la 
f 0 0 in tegra l e s u n i f o r m e m e n t e c o n v e r g e n t e , la func ión F(y) = I f(x, y)dx e s cont inua 
3l 
en [c, d ] . 
P a r a d e m o s t r a r l o , e s c r i b a m o s el i n c r e m e n t o de la función: 
Íoo 00 A 
F(x, y+ Ay)dx - i f(x, y)dx = I f (x .y+Ay) dx 
a J a J a 
A
 M -
- 1 f (x ,y )dx + 1 f(x, y-fA y)dx - 1 f(x, y)dx 
" a ' 'A El va lo r abso lu to s e p o d r á a c o t a r a s í : 
SA [ f ( x , y + A y ) - f(x, y) ] dx | + a 
Soo f(x ,y+Ay)dx| + | l f(x, y)dx | (i) A JA 
P o r la conve rgenc i a u n i f o r m e de la i n t e g r a l , se puede e n c o n t r a r un A ta l 
que los dos ú l t i m o s sumandos s e a n m e n o r e s que e . F i j a d o un va lo r A, e l pr imer 
sumando se puede a c o t a r a s í : 
.A „A 
| ¡ f (x, y+Ay) - f (x , y) | dx < | e . dx=e(A -a) 
a " a 
Sus t i tuyendo en (1), queda : 
| AF(y) J < e (A -a)+ 2 e 
P o r lo que se puede h a c e r t a n pequeño c o m o s e q u i e r a , luego la func ión 
F(y) e s cont inua p a r a cua lqu ie r v a l o r de y p e r t e n e c i e n t e a l i n t e r v a l o Ce, d j , y p o r 
lo t an to se cumple la p e r m u t a b i l i d a d de l s igno J con el p a s o a l l í m i t e en y . 
La f ó r m u l a de Le ibn i tz p a r a la d e r i v a c i ó n b a j o e l s igno i n t e g r a l e s por -
lo ^tanto vá l ida , s i e s u n i f o r m e m e n t e c o n v e r g e n t e la i n t e g r a l de la d e r i v a d a 
í f ' . d x . 
a y 
6. - E j e m p l o s . -
6 . 1 . - C a l c u l a r : <x> 
s 
r a e •X . s e n - a x 1 = 1 dx 
0 
P a r a r e s o l v e r l a , d e r i v a m o s r e s p e c t o de l p a r á m e t r o a : 
d i - x 1 
= 1 e . e o s • a x . d x = • 
f Jq da 1 • — — _ 2 1+ a 
I n t e g r a n d o queda : 
Í T 7 I(a) = | = a r c t g a i C a 
E s n e c e s a r i o d e t e r m i n a r C u n í v o c a m e n t e ya que I e s una in tegral defini-
da. P a r a e l lo d a m o s a i p a r á m e t r o a a lgún v a l o r s e n c i l l o , po r e j e m p l o a = 0, y 
queda : 
r E> A 
1(0) - a r c t g 0 + C = | e " * = 0 = = $ > C = 0 
0 
luego: I ~ a r c t g a . 
6 . 2. - C a l c u l a r : f m i 
Jo . * 
I(a) =-• 1 L.(i + - ~ - ) . L x . d x 
f 2 a / x f 
F{a) = | — L x . d x = |
 2 
1 4
' ^ '
 a 4
 * 
2 
h a c e m o s el c a m b i o x a . t g t; dx « a ( l -f tg * t)dt> 
a/2 n/2 
I'<») = 1 — . L < a . t g t) . a ( l * t g Z t ) . d t = 2 1 L(a . tg t ) . d t « 
0 + a"* 4 } 0 
S/2 ^%/Z %/Z W 2 
= 2.1 L a . d t -f 2 | h tg t . d t « 2,, La» ~ •?• 2 I L s e n t dt - 2 1 L c o s t dt = 
J 0 J o " 0 0 
> 71 hac iendo en la ú l t ima i n t e g r a l el cambio : t = —— -z 2 
ya o 
I ' (a) =71. La + 2 | L sen tdt + 2 | L c o s ( — -z)dz = 7C La 
I 
o • ' V z 
Luego q u e d a r á , i n t e g r a n d o r e s p e c t o de a: 
I(a) = ^ 7C La -da =7t [a.. La - ^ a . — • d a ] = Tí a (La - 1) + k (1) 
p a r a d e t e r m i n a r la cons t an t e k, h a c e m o s a = 0 y s u s t i t u i m o s en el enunc iado y 
en (1), ob teniendo: 
»oo 
1(0) = 1 L l . L x -dx = 0 = l i m ¡ > a ( L a - í ) + k ] = 0 + k = v 
o 
luego k = 0, su s t i t uyendo en (1) queda d e f i n i t i v a m e n t e : 
I(a) = 7Ca(La - í ) 
6 . 3 . - C a l c u l a r : J l / Z 
T \ eos x . dx , . , 
1 = \ ~ 2 ~ 2 Í ~ F ' 8 1 e n d° a > b 
J q (a - b s en x) 
P a r t i m o s de la i n t e g r a l : 
K a . b ) = f d X 
2 , 2 2 Q a -b s e n x 
í 2 2 h a g a m o s en és t a el c a m b i o tg x = t ; sen x = t / \! 1-f-t ; dx = d t / i + t . 
I ( a , b ) B .
 d t / H - * 2 - 1 * 
0
 a
2
- b 2 ^ " lo . ( * 2 - b V + a 2 _ 2a 
1+t 2 
D e r i v a n d o r e s p e c t o de b : : 
2 
/ , > I 2b. sen^x % , 
r b ( a ' b ) = \ t t t í — i ~ x = i r • — ; = = b j Q (a -b s en x) 2 2 3 ( a - b V 
luego : 
. « /2
 2 
sen1 x E 
} (a - b s e n x) 4 a ^ b 2 ) 3 
Por ©tro lado derivamos í(a,b) r e spec to de a y se obtiene: 
7S/2 - \¡ -a. 
a ' !|
 t . £ 2 ^ 2. 2 . (a ?on 3f.) a (a - b j 0 
luego: 
,*/2
 2 
dx _ - b ) 
, 2 2 2 . 2 . 3> 2 , h / Q (a -b s e n x) 4a (a -b ) 
(2) 
sustituyendo (í) y (2) en I quedará: 
5'.1/2 %/Z 2
 A f 1 2 eos x dx 1 i - sen x , 
» — 9 — QJSS 
, 2 , 2 2 . 2 i , 2 . 2 2 . 2 
^ (a -b sen x) J o 8 c n ' x) 
_ * (2a 2 ' *>2) _ * a 2
 = 
4a3(a2-b2)3,/2 4a 3 (a2-b2)3/2 
6.4,- Calcular: 
S* /4a 2 <.*/*• 
•
 a x
 partiendo de la integral \ tg(at)dt . L2 
Q eos ax J
 0 y utilizando laa fórmulas de derivación bajo el signo integral.
,1í/4a. 
ta ax = , derivando respecto d*¡ a, 
° 2a 
0 
d x _ — . tg(a . ~~T~ ) = * ^ 2 . 2 ' s x ' 4a ' 4 a Q eos ax 4a 
X
 dx = ™ — — T — , derivando otra ves queda: 2 . 2 p e o s ax 4 a 
Jl/4c 
x sen, ax 
3 
eos ax 
dx - % 
4a 
de donde operando se obtiene: 
,V4a 
x sen ax 
eos ax 
dx 
* / 4 a 
2, * x 
eos (a ) 
/ -f 4(2L2 - %) 
3 46 a" 
2L2 -H 
2 a 3 0 

FUNCIONES DEFINIDAS POR MEDIO DE INTEGRALES 
1. - Conceptos g e n e r a l e s . -
E l concepto de i n t eg ra l def inida o f r e c e la pos ib i l idad de de f in i r nuevas -
func iones t r a s c e n d e n t e s ; c a s o p a r t i c u l a r lo o f r e c e n l a s func iones £(x) cuya p r i m i -
t iva no pueda e x p r e s a r s e median te l a s fuac iones e l e m e n t a l e s . P o d e m o s e s t u d i a r 
la v a r i a c i ó n de dicha i n t eg ra l , def iniendo una función cuya v a r i a b l e independiente 
sea el l ím i t e s u p e r i o r de dicha i n t eg ra l j dando a l l ími te i n f e r i o r va lo r c o n s -
tan te (ó a l r • vés) : 
a. 
O t r a f o r m a dé de f in i r func iones t r a s c e n d e n t e s lo conet i tuyen las i n t e g r a l e s 
p a r a m é t r i c a s , cons ide rando los p a r á m e t r o s como l a s v a r i a b l e s independiente»? de 
d i chas func iones , pudiendo los l í m i t e s s e r cons t an te s ó b ien fanc iones de los p a r a 
L a s func iones a s í de f in idas , m á s c o r r i e n t e s en la p r á c t i c a se e n c u e n t r a n 
t abu ladas en n u m e r o s o s f o r m u l a r i o s y l i b r o s . 
Se debe r e c o m e n d a r el l i b ro "Tab le s oí F u n c t i o n s " de Jahnke y E m d e , en 
donde se encuen t ran m u c h a s func iones i m p o r t a n t e s t abu ladas , a s í c o m o l a s r e p r e -
s en t ac iones g r á f i c a s de l a s m i s m a s . 
A cont inuación v a m o s a d e s a r r o l l a r a lgunas de l a s func iones a s í de f in idas 
m á s i m p o r t a n t e s en Te l ecomun icac ión . 
2. - Función f a c t o r i a l jT(p). -
m e t r o s : 
E s t a función se l l a m a t a m b i é n función ewleriana d© segunda eápec ie 6 fun-
ción f a c t o r i a l y se de f ine por la f ó r m u l a de G a u s s . 
r < p ) = r m (i) 
n -oca p(p+l> (p+2) . . . <p + n) 
E s t a función se hace inf ini ta p a r a los v a l o r e s de p e n t e r o s y nega t ivos 
( incluyendo p = 0). 
Cuando p >0, se puede def in i r , la función f a c t o r i a l por la s iguiente in te 
g r a l def in ida: eo 
f ( P ) 4 • e~X . dx (2) 
J o 
P a r a d e m o s t r a r l o , c a l c u l e m o s p r e v i a m e n t e la i n t e g r a l : 
Ín 
(i - -^-f.tp-\dt n ' 0 t 
e f e c t u a m o s el cambio de v a r i a b l e : = z; dt = n . d z . 
n 
Í1 
( l - z ) n . z P _ 1 . d z 
0 i n t eg rando por p a r t e s queda (s iendo n > 0 y z > 0): 
f 1 
_ p
 r i ( 1 - B ) V i * n I / . >n-l p , -i I = [ -1 -1
 n + i ( i -s) . 7S . dz J = 
P u P | 
f 4 
j I = n P . — 1 (1 - z ) n * . z P . dz del m i s m o modo: 
vn-l p , n-1 I p+1 . n - 2 (1 -z) . z . áz = i 55 • (1 -z) da 
0 ^ 0 
.1 A 
p+1 . n - 2 , n-2 i1 p+2 . n - 3 , 
z r ( i - z ) .dz = •  1 1 zr . (1-z) . d a 
'0 . 
• •.» 
.1 
n+p-2 . . . , 1 | n+p-1 . 1 
\ <?0 J0 
Mult ip l icando m i e m b r o a m i e m b r o l a s igua ldades a n t e r i o r e s y s impl i f i cando 
do, queda : 
p n ( n - l ) ( n - 2 ) . . . 1 n P . n ! 
= n
 p . (p+l)(p+2) . . . (p+n-l)(p+ n) - p - ( p + i ) ( p + 2 ) . . . ( p + n - l ) ( p + n ) 
Tomando l í m i t e s p a r a n oo queda: 
= | V V ^ . * 
o sea: Í-0 p ( p ) = 1 x1 '"'*. e X . dx, cuando p > 0 
A e s t a ú l t i m a i n t e g r a l ae le l l a m a i n t e g r a l e u l e r i a n a de segunda e s p e c i e . 
O t r a de f in ic ión de la func ión jP(p) que d a m o s s in d e m o s t r a r e s la s i g u i e n 
te (debida a W e i e r s t r a s s ) : 
„ J2. 
n 
•siendo y la. cons t an te de E u l e r de va lo r a p r o x i m a d o y s 0, 5772á3.i , . , 
O t r a s de f in i c iones son las s iguientes: 
!
1 • 
•j xí ~ 'I (L ~ ) 1 ' . dx (median te e l c a m b i o y = e ) 0 Íos ^ 
. dx 
- 0 2 . 1 . Convergencia de la i n t e g r a l e t i l e r lana de segunda e s p e c i e . ~ 
V a m o s a e s t u d i a r la c o n v e r g e n c i a de la i n t e g r a l : 
oo 
Jq 
La función a u b i n t e g r a l se h a c e inf in i ta en el o r i g e n s i p < 1; p o r e l lo , hay 
que e s t u d i a r su c o n v e r g e n c i a no só lo en e l inf in i to sino t a m b i é n «l o r i g e n . F a 
r a e l lo la d e s c o m p o n e m o s en dos i n t e g r a l e s en los i n t e r v a l o s |J0, i ] y t i » ® 0 ! ; 
, oo , i 
p-1 -X , I P«1 -X ... , t J 
sr . e . dx = I x* . . e • . dx' + I x . e • «i* * 
" 0 í, xP"1*"I<-
1 oo 
-x f - x n+p-1 
e
 / ** + I 6 • x d x 
•o x "P K 
* —x En la p r i m e r a in t eg ra l , la función e es tá acotada en [ 0 , 1 ] , l ^ e ^ 
,ue| 
ó sea p 
En 
r a que sea n > 1, la función e . x esta acotada en Q 1, P 
-1 
^ e , l go es convergente si 1 -p < 1, ó sea p > 0, y es divergente si 1 -p^ 1, 
n la segunda integral, habiendo multiplicado y dividido por x , cualquie 
Queda pues que la integral I es convergente sólo cuando p > 0, y es diver 
gente si pC 0. Recuérdese que la igualdad: 
ÍDQ x P . e X . d x 
0 
sólo se def in ió cuando e r a p > 0. 
2 . 2 . - Calculo recurrente de f ( p ) . -
Integrando po r partes queda: 
oo oo 
f ( p ) = f x ^ . e ^ . d x ( p - 1 ) í x P " 2 . e " X . d x 
1 0 1 
Jo Jo 
Cuando p > 1, e l p r i m e r sumando se anula y s e obtiene: 
f ( P ) = (P-1) - T Í P - 1 ) 
Del mismo modo podemos demostrar la fórmula anterior partiendo de la 
definición de Gauss: 
p+1 
n . n! 
f ( P + 1 ) =
 ^ . . (p+n+1) 
r ( p ) =
 i 1 ™ P . ( p n + P i ) : . n ( U ) 
luego: 
f(p+i) =f(p) • . L I M
 P 4
N
N
P
+ 1 = P • T(P) (i) 
n-e»oo 
Aplicando reiteradamente la f ó r m u l a (1), suponiendo que p es un número 
entero, s e obtiene: 
C o m o £ ( 1 ) = | e X . d x = l , queda: 
0
 f ( p ) - (P-1)! 
Por e s t a fórmula se denomina a la función T también "función factorial". 
Si p no e s entero, p o í efgí'mpl© p a n * f r (s iendo n entero y 0 < r< 
<1) quedará: 
f ( P) = f ( » (p- t )» ( p - 2 ) . . *(P"a}°lTl r} 
Para calcular la función JP bastará pues tenerla tabulada entre 0 y 1, aun 
que por ser f ( 0 ) = <*>, se pref iere construir las t a b l a s entre i y 2, y ut i l izar la 
fórmula: 
F Í P ) = ( p - i ) . ( p - 2 ) . . . ( 2 + r ) ( l + r ) . f ( i + r ) 
Otra re lac ión útil que reduce la extensión de las tablas a la mitad e s la 
siguiente: 
rw rc-p) -
3. - Función B e t a . -
Se designa como p (p. q) (beta de p y q), o integral euleriana de pr imera 
e s p e c i e a la siguiente integral binomla: 
p(P-q) = | ^ . ( l - » ) q " 4 . d x 
Jq 
Vamos a estudiar la' convergencia de e.sta integral , para e l lo descompone 
¡nos la integral de la s igu ien te forma: 
C 1 r i / z e 1 
! x ^ . d - x ^ ^ d x = I • x p - 4 ( i - x ) « - 1 d i -f 1 x * - 1 (I - ^ " 1 dx • . 
JQ JQ J I / 2 
Í i/Z , -1 
1/2 
P-1 
dx 
' 0 . ^ - - 1 / E 
En la pr imera integral , la función del numerador es tá acotada super ior e 
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i n f e r i o r m e n t e en el i n t e r v a l o £ 0, i / 2 2 luego: 
s i í - p ^ . 1 ; p ,<; 0 d ive rgen te 
si í - p < i ; p > 0 convergen te 
En la segunda i n t e g r a l , la función, del n u m e r a d o r x P * e s t á aco tada supe_ 
r i o r e i n f e r i o r m e n t e en el i n t e r v a l o £ 1 / 2 , i ] » luego: 
s i 4 - q ^ í ; q ^ 0 d ive rgen t e 
si 1 - q < í ; q > 0 convergen te 
Luego la P (p. q) es conve rgen te s i p > 0 y q > 0 y d i v e r g e n t e en cua lqu ie r 
o t r o c a s o . 
3 . 1 . - P r o p i e d a d e s de la func ión P ( p . q ) . -
a) S i m e t r í a . -
E f e c t u a m o s el c a m b i o de v a r i a b l e x -- 'i - y y queda: 
/ 
f 
P (p-q) = 1 y q " 1 . ( l - y ) P " 1 dy = ( i(q.p) 
.Jq 
b) Reducc ión . -
In t eg rando p¡ (p, q) por p a r t e s se obt iene: 
i r1 
p ( p . q ) = C ^ ^ L - Do
 + . \ x p . ( i - x ) q " 2 d * = p ( p + 1 . q - 1) 
Si q e s e n t e r o , ap l icando r e i t e r a d a m e n t e la f ó r m u l a a n t e r i o r , s e obtie . 
ne : 
• 1 'j 
p e r o p(p . 1) = j x P ~ dx = l / p . 
luego: . 
^ ( p + q - l . l ) »
 p + q . 1 " 
quedando d e f i n i t i v a m e n t e : 
P l P ' q í p ( p + l ) . . . ( p + q - 2 ) ( p + q - l ) 
De modo aná logo , s i p hubiese sido entero, habríamos obtenido: 
P i P ' V ' q ( q + i ) . . . ( q + p - 2 ) ( q + p - l ) 
c) Reía ción can ia fun c i ó n F . 
Si q es e n t e r o , se ha demos t rad© la fó rmulas 
o -#p a ) - JazilíazSL^IJU 
s i p t a m b i é n e s e n t e r o , mul t ip l i cando y d iv id iendo fsorjPCp) queda: 
P ( P ' q ) " p ( p + l ) . . . < p + q - l ) . 1 . 2 . . , ( P - l ) " f(p*q) 
E s t a f ó r m u l a r e l a c i o n a la func ión p con la í unc i éá f f aunque n Isa d e 
mos t r ado , so lo p a r a v a l o r e s e n t e r o s 
de p y a, ee pod ra «lempgts 'sr ssass aáe iws te 
su v a l i d e s p a r a c u a l q u i e r v a l o r dé p y q p o s i t i v o . d) .Otra e x p r e s i ó n d® la func ión P . 
• ~ " 2 
Si en la de f in ic ión e f e c t u a m o s el, c a m b i o de . va r i ab l e x s s e n # » 4st » 
- • 2 sen O coa $ , se obt iene: 
P (p .q ) = 21 gen¿p,Ífl .coe^'S' . d# 
J o 
Eata : e x p r e s i ó n p e r m i t e ca lcular la integral s iguiente , .-para .cualquier va-
lor de p y q pos i t ivo : 
J 
%/2 
8en2p*4 * . coe 2 *' 1 * . d* - -§• . p f e q) 
0 
Haciendo p = q = , s e obtiene: 
•jl/Z 
Por la re lac ión cosí la f u n c i ó n / ' p o d e m o s pscsfibinrs 
Si hacemos en la integral euleriana de segunda especie el cambio x ~ 
- y^, dx = 2y dy, quedaría: ^ 
f( P) = 2.í y^-'.e'^.dy 
en p a r t i c u l a r : 00 
n - y ) = 2 í e"y2 . dy = Y* 
0 
De aquí p o d r í a m o s ob tener el va lo r de la i n t e g r a l de l a s probabilidades 
í 
" 2 
e - y . d y = JL y . 
o 
" I n t e g r a l e s de Fresnel. -
Se llaman a s í a l a s s igu ien tes i n t e g r a l e s : 
r 2 c 2 
A .= i eos x** dx, B = i s en x^ dx 
J Q • ' O 
P a r a c a l c u l a r l a s p r o c e d e m o s de la s igu ien te f o r m a : 
M • 'oo 
- ix 2 
A -Bj = 1 (eos x - j s e r a )dx = I e * . dx I  ^ - j - n x ^   1
J o JQ 
efectuamos el c a m b i o Hj x = t; dx = •;•;•—- dt - ( l - j ) d t 
íj Í2 
eo ee 
O JQ 
1 , . ft 
de donde queda A = B = - y \ | " y . 
Sin e m b a r g o la va l idez de l a s t r a n s f o r m a c i o n e s e f e c t u a d a s requiere el eg 
tudio de la i n t e g r a l en el c a m p o complejo. 
V a m o s a c a l c u l a r l a s por otro p r o c e d i m i e n t o qüe r e q u i e r e el conocimiento 
de l a s i n t e g r a l e s dob les por lo que no se debe es tudia i? h a s t a no conocer' e l con -
cepto de i n t e g r a l dob le . 
V a m o s p r e v i a m e n t e a d e m o s t r a r la s igu ien te f ó r m u l a : 
í 
oo 
eos X 
** =
 :
 ^ ^ ' 0 < p < 1 (1) 
0 * P z f C r í c o s Jf-
P a r t i m o s de la función JTefectuando el c a m b i o de variable y = ux. 
Íoo *00 
y p - 4 . e " y d y = x P . i u P " 4 . e " ^ . du 
0 DO 
1 1 f P -1 
u 
J Q 
„ <a X U , du 
mult ip l icamos los dos miembros por eos x . dx, e integramos en 
„<*> J» SCQ8 X , i I I p - 1 I T * ' JW1c S " 
o ¿ O Jo 
. e . du ] c o s x . d x 
cambiando el orden de integración queda: 
Íoo oo «m eos x , 1 ( p-1 , i -ux , 1 \ u P ... 
— — - — dx = Ti7~T~ 1 u . du | e e o s x dx = i — z- du 
xp r(p) j ) r<p) j 1 + u z 
o •'o Jo 2 u 2 Efectuamos el cambio de variable 1 + u = — 
2 t t V 2 • 
u = . ; u = — — y i a i n t e g r a l s e transforma en: 
4 - 1
 ( i - t ) Í / Z 
V 2 " 2 at = i P <t + M - !> -
o x 
"
 2
' f W " 2 . . « ( - i - - - f ) . 2 c JÜL 
2 
En la p r i m e r a i n t e g r a l de F r e s n e l e f e c t u a m o s el cambio x = y, y ap l l • 
c a m o s l a f ó r m u l a d e m o s t r a d a (1). 
A = 
' O " 0 , y v 2 
Del mismo modo c a l c u l a r í a m o s B . 
5. - O t r a s func iones de f in idas por i n t e g r a l e s . -
E j e m p l o s no tab le s de func iones muy i m p o r t a n t e s son los s iguientes: 
a) Func ión seno i n t e g r a l . 
J A 
Su va lo r en x = oo e s : S^ (oo) 
dt t 
& ©O 
= ! J M £ t _ d t 
Jo t 2 ' 
A v e c e s se def ine la función seno i n t eg ra l por la s igu ien te f ó r m ü l a , lige-
ramente d i s t i n t a de la a n t e r i o r : 
/ \ 1 o en t ,, b .M = - — r ~ d t 
X 
E s t a s dos de f in i c iones se pueden r e l a c i o n a r a s í : 
X OO 00 
„ / , / \ i sen t ,, , ¡ sen t 1 s e n t 
s .(x) - B . W = — 7 - d t + - p - dt = I — — dt = — 
J o ^ x ^ 0 
b) Func ión c o s e n o i n t e g r a l . 
C ;(x) = - I ^ - d t 
E s t a def in ic ión só lo es val ida p a r a x > 0. 
c) Función de e r r o r . 
x ^ 
n , , 2 f - t . d t 0 (x) = . | e 
Jo 
E s t a func ión a p a r e c e muy f r e c u e n t e m e n t e en e s t a d í s t i c a y cá l cu lo de pro. 
h a b i l i d a d e s , a s í - c o m o en el cá lcu lo de la p ropagac ión de p e r t u r b a c i o n e s a lo l a r -
go de l a s l í n e a s e l é c t r i c a s de t r a n s m i s i ó n . En m u c h o s t ex tos -pe r e p r e s e n t a por 
la no tac ión erf(x). 
d) Func ión 
n w = 
fi* ' 1 
. dt 
representa e l área c o m p r e n d i d a entre la función de Gauss <p (x) * 1 
fi7 
4 m. 
x 
2 
y e l e je de a b s c i s a s , situada a la i squierda de la a b s c i s a x . Se re lac iona con la 
función e r r o r por la fórmula: 
t ( ^ ) + 1 = 2 . n w 
Exi s t en tablas muy comple tas de la función F1 (x) que permiten a t r a v é s 
de la úl t ima fórmula ca lcu lar $ (x). 
La función de Gauss ip (x) t iene la propiedad de s e r su propia transforma^ 
da de F o u r i e r (def inic ión que se verá m á s adelante) , por l o que resul ta de g r a n 
importancia en e l estudio del e s p e c t r o de las s e ñ a l e s y de los d i a g r a m a s d i rec -
c l ó n a l e s de las antenas r a d i o e l é c t r i c a s . 
e) Función complementar ia de e r r o r . 
f(x) = 1 - » ( x ) 
£(x) = 1 
i - J / * °át = W ' J e _ t á t \ 
En muchos l ibros s e r e p r e s e n t a por er fc (x ) . 
f) Función l o g a r i t m o integral . 
»x 
J i ( x ) = f "IT 
e " 4 dt 2 T K Sx e .dt IV 
g) Función exponencial integral . 
E s(x) = dt 
Se re lac iona con . la anter ior por la expres ión: 
E. 
e 
t 
h) Funcionen e l íp t i cas . 
Surgen del es tudio de las i n t e g r a l e s elípticas que como s e recordará son 
de la f o r m a J R(x, ^p(x) )dx, s iendo R una función racional y p(x) un polinomio 
de t e r c e r o o cua r to grado; por r educc ión e s t a s integrales se transformaban entre 
o t r o s en los s igu ien tes t ipos : 
dx in teg ra l de I a e spec ie de Legendre f i 2 k gen x 
J 2 2
 a y 1 -k s e n x . dx i n t e g r a l de 2 e spec i e de Legendre 
A p a r t i r de e l l a s podemos def in i r l as func iones e l íp t icas : 
F(k, 
! L J . . 2 jen 
x 
J
 0 11 i - k sen t 
1 f > J 0 E(k, x) = 1 1/ l - k
2 s e n 2 t d t 
0 
s iendo: 
-1 <k <4 
i) Func iones de F r e a n e l . 
En p r o b l e m a s de p ropagac ión de ondas a p a r e c e n las funciones de F r e a n e l , 
que Se def inen as í : 
. , f r r f i .2 C(x) - ¡ eos ~ — .du = I! ~ ~ ~ V eos t " . d t 
0 0 
0x 
.i a t u s 
S(x) - | s en —.-du = | ~ ~ | ' sen t dt 
0 
H j ( 
. i n " r í ^
 f¡ 
. du = I — I sen t 
2 1 « 1 
JQ 
Su va lo r p a r a x - oo , ¿v->aeuai*eoa e l p u n t o 4 C( »o) = S( <*>) = 2. 
En g e n e r a l , la impor t anc i a de todas estaa (unciones res ide , en que f r e c u e n 
t e m e n t e se pueden e x p r e s a r so luc iones de p r o b l e m a s f í s i c o s con t é r m i n o s de e l l a s . 
6. - E j e m p l o s . -
6 , 1 . - C a l c u l a r la i n t e g r a l r3 dx 
% - í - 1 " 3 
H a c e m o s el c a m b i o x . = y; x = y ; dx = ™ y . dy 
I = 
0 
1 / 3 -y i - 2 / 3 , y . e . -j . j -dy = - i / 2 - y , i r , 1 v V* 3 i y - e d y = T 
„e«9 
, -4x 6 . 2 . - C a l c u l a r : 1 3 dx. 
®0 
2 f* v Z 
I " | "X . dx = i . dx» h a c e m o s e l c a m b i o (4L3)x' ' = e . 
1 - I e _ Z . d ( - ^ r - - ) = •1 /2 _ f í U ' ? . ) „ J f * % . e das = 
4L3 2 1 p L 3 4 ^ L 3 ' 
6 . 3 . - C a l c u l a r : 
4
 if 2 2 4 x u a - x dbs 
H a c e m o s x"6, = a^y y queda: 
!
1 
3 / 2 . . i / 2 6
 ft/5 3 . 6 FíS/Z) .P{3/Z) y (1-y) dy - a . = a 0 
Ka 
16 
6 . 4 . - C a l c u l a r : 
P a r t i m o s de : 
1. = 
, V 2 
1 = 
i 2 „ | „ ™ gen f 
dt 
1
 J o f eos t 
„*/2 J _ 
con 
0 
- i 1
 t - « T ' * " '«T» 3 * 2
 t . d t = 4 - . 8 ( 4 - 4 - ) = — - 4 - _ _ « - ^ T - V 
p o r o t r o lado h a c e m o s el c a m b i o 12 . sen - s en <|> . 
,%/Z 
I. = 
%/z 
-f--- • f -
| c o s t J o 
dt 
2 t 2 t 
e o s — - s e n ~~ 
%/Z 
J 0 
dt 
1 1 - 2 sen 2 t 
. 1 / 2 
= f 2 
c»P 
° \ , 1 2 ~~~2 S e n ^ 
I = i 
Í2 
Vz . I , Luego: 
C r ( f ) / 

I N T B Q R Á L CURVILINEA 
1. - C o a c e p t o de i n t e g r a l c u r v i l í n e a . -
V a m o s a d e f i n i r un nuevo concep to de g r a n i n t e r é s p a r a e l d e s a r r o l l o d e 
la t e o r í a v e c t o r i a l de c a m p o s y que e s e l d e i n t e g r a l c u r v i l í n e a . 
P o r c o m o d i d a d d e l r a z o n a m i e n t o v a m o s a expone r d i cho c o n c e p t o p a r a e l 
c a s o de una func ión de t r e s v a r i a b l e s yunque p o d r e m o s e x t e n d e r e l m i s m o p o s t e -
r i o r m e n t e a l e s p a c i o n - d i m e n s i o n a l . 
A s í p u e s , c o n s i d e r e m o s t r e s f u n c i o n e s c o n t i n u a s y con d e r i v a d a con t inua 
en el i n t e r v a l o [ a , b j de v a r i a c i ó n de la v a r i a b l e i ndepend i en t e t . 
x = x(t) ; y = y(t) ; z = z(t) (1) 
E s t a s t r e s f u n c i o n e s r e p r e s e n t a n l a s e c u a c i o n e s p a r a m é t r i c a a de un a r c o 
d e c u r v a C, con t a n g e n t e , que v a r í a de m a n e r a con t inua en cada u n o de s u s pun-
t o s . 
C o n s i d e r e m o s t a m b i é n una func ión f(x, y , z) (2) con t inua en todos los pun-
tos d e l a r c o C, lo que q u i e r e d e c i r que a l s u s t i t u i r x , z por cus e x p r e s i o » 
nea (1) r e s u l t a una func ión cont inua de t_ en e l i n t e r v a l o f a , b ] . 
Si d i v i d i m o s el i n t e r v a l o [ a , b ] en n p a r t e s m e d i a n t e lo s pun tos : 
a = t Q , t r t 2 , . . . , t . , t . + r . . . , t n = b (3) 
s e o b t i e n e una d e s c o m p o s i c i ó n de l a r c o de c u r v a C en n a r c o s d e t e r m i n a d o s por 
lo s p u n t o s . 
P 0 = A ' P l ' P 2 ' ' ' ' ' P i ' P i + 1 " ' " P n = B 
F o r m e m o s la s u m a : 
n - 1 
I f C x ( r ), y ( x ) ,
 z(e J D C x - x ] (4) 
1=0 
en la que X ^ r e p r e s e n t a e l v a l o r de c o r r e s p o n d i e n t e a un punto c u a l q u i e r a d e l 
a r c o P . P , , . de la c u r v a C . i í+ l 
V a m o s a p r o b a r que la s u m a (4) t i ene l í m i t e cuando n-»o« d e t a l modo -
que t iendan a c e r o los áx^ = x ^ x^. Dí«b.o l í m i t e ae l l a m a i n t e g r a l c u r v i l í n e a 
de la función .<(x, y» ») a lo l a r g o de l a r c o AB y se r e p r e s e n t a por la notac ión: 
f ( * , y , z ) dx (5) 
C 
Como - Xj = ñt . x r e s u l t a que (4) s e puede p o n e r : 
n - 1 
2 f yÍTj) , s { f . ) ] , x « ( * ) At (6) 
i~ 0 
La e x p r e s i ó n (6) t iene una e s t r u c t u r a muy p a r e c i d a a la de aquella® su -
*na» cuyí» límite conduce a una i n t eg ra l definida. La única d i f e r e n c i a e s t r i b a ea la 
p r e s e n c i a de loa n ú m e r o s % ^  y t» que en g e n e r a l son. diferentes. 
P e r o en virtud de la continuidad u n i f o r m e de la función f(x, y»»)» se tie « 
ne, que: 
f £ > ( y ^ j ) . s ( t . ) ] - f Cxfc 'p , s f e ' j 3 + 
donde todos los e cumplen j 6 ( < e en cuanto sea | - t» { suficientemente 
pequeño . 
Luego (6) se puede escribir*, 
n - 1 n - 1 
S £{><*<)» TÍ*',)* .,) ] X ' { t ? . y á t + I e x ' f t ' / l ñ t , (?) 
i=0 * " i=0 * * * 
E l p r i m e r sumando de (7) t iene corno l í m i t e : 
f b 
j f Cx(t), y(t),
 z(t)3 x'(t) dt (8) 
a 
En cuanto a l segundo sumando , en va lo r abso lu to -es m e n o r que: 
n-4 
e | z «'(r'JAt | 
i - 0 
y puede h a c e r s e t an pequeño corno se q u i e r a e l ig iendo £ s u f i c i e n t e m e n t e p e q u e -
ño . 
Con e l lo h e m o s d e m o s t r a d o que la i n t e g r a l c u r v i l í n e a (5) e x i s t e 'y que su 
v a l o r se ca l cu la m e d i a n t e (8), que e s una i n t e g r a l def in ida o r d i n a r i a . 
I g u a l m e n t e se de f inen l a s i n t e g r a l e s c u r v i l í n e a s de l o s t i p o s : 
Íf(x, y» z) dy s , ¡ , f(x, y , z)dz Je 
F i n a l m e n t e son e s p e c i a l m e n t e i n t e r e s a n t e s p a r a la F í s i c a i a r eun ión de 
i n t e g r a l e s de los t r e s t i p o s que r e p u l í a a l c o n s i d e r a r un a r c o de c u r v a C con l a s 
c o n d i c i o n e s c i t a d a s a n t e s y t r e s f unc iones 
X(x ,y , z), , Y(x, y, z) , , Z(x , y, z) 
que c u m p l a n l a s m i s m a s cond ic iones de con t inu idad que la f (x , y, z), y que se r e -
p r e s e n t a n m e d i a n t e la no tac ión : 
ÍC X ( x , y , z ) d x + Y(x„ y, z) dy + Z(x, y , z)ds ] C 
P a r a i n t e g r a l e s c u r v i l í n e a s p l a n a s , s e s i m p l i f i c a e l e s t u d i o hecho , puesto 
que no e x i s t e la v a r i a b l e z , p e r o l a s cond ic iones son v á l i d a s . 
No p r e s e n t a , t a m p o c o ninguna d i f i cu l t ad , e x t e n d e r el c o n c e p t o a un e spa -
c io n - d i m e n s i o n a l , como s e indicó i n i c i a l m e n t e . 
2. - C á l c u l o de la i n t e g r a l c u r v i l í n e a . -
De la de f in i c ión a n t e r i o r se d e s p r e n d e e l p r o c e d i m i e n t o de c á l c u l o de l a s 
i n t e g r a l e s c u r v i l í n e a s . 
Supongamos que q u e r e m o s c a l c u l a r : 
J^ X^x, y, z) . dx + Y(x, y, z)dy + Z(x , y, z)dz 
a lo l a r g o de l a r c o de c u r v a y , de f in ido p o r l a s e c u a c i o n e s p a r a m é t i i c a s . 
x = x(t) y = y(t) z = z(t) 
e s t a n d o los e x t r e m o s A y B de d icho a r c o y , d e f i n i d o s p a r a l o s v a l o r e s d e l p a r a 
m e t r o t^ y t^ r e s p e c t i v a m e n t e y c u m p l i e n d o l a s f u n c i o n e s X, Y, Z , a s í c o m o 
l a s e c u a c i o n e s de la c u r v a l a s cond ic ione» f i j a d a s en el n ú m e r o a n t e r i o r . 
B a s t a r á s u s t i t u i r en la i n t e g r a l x , y, z y s u s d i f e r e n c i a l e s p o r sus v a l o r e s 
en func ión de t , y q u e d a r á : 
t„ ÍX(x, y, sü)dx + Y(x, y, z)dy + Z ( x , y , z ) d z = í X{x(t) ( y(t), z ( t ) ] . x ' ( t )d t + y J t o 
+Y[x(t) , y(t), z( t ) ] . y ' ( t )dt +ZCx(t), y(t), z ( t ) ] . z ' ( t )dt 
quedando a s í pues una i n t e g r a l o r d i n a r i a que se c a l c u l a r á por los p r o c e d i m i e n t o s 
conoc idos . 
De aqu í se d e s p r e n d e n e s t a s dos p r o p i e d a d e s : 
a) Si tomamos un punto cua lqu ie ra M del a r c o y c o m p r e n d i d o e n t r e s u s 
e x t r e m o s A y B, s e v e r i f i c a r á : 
• B - M B 
A A É M • 
í 
*> A 
b) Si cambiamos el sentido del recorrido del arco f , la i n t e g r a l c u r v i -
línea cambia de s igno . 
3 . - Concepto 'de función po t enc i a l . -
P u e d e o c u r r i r que la func ión subintegral s e a la d i f e r e n c i a l exac ta de una 
func ión U(x,y, as) que l l a m a r e m o s , cuando exista, func ión po tenc ia l de X» Y, Z . 
d U a X . d x + Y. dy + Z.dz = dx + dx Ox Oy O Z 
& x ' b y ' 5 1 
Vamos a d e m o s t r a r que s í ex i s t e una función p o t e n c i a l en un domin io es_ 
PaCÍal* 1& ^ . y ^ ) 
Xdx + Ydy + Zdz 
' A ( x 0 , y 0 , z 0 ) 
depende só lo de los e x t r e m o s de l a r c o A(x0 > yQ , zQ) y B(x^, y^t s i endo inde 
pend ien te á e la c u r v a que los une en dicho domin io . 
La d e m o s t r a c i ó n es s enc i l l a ; s ean x = x(t) , y = y(t), z = z(t) l a s ecua -
ciones paramétricas de la curva que une A y B y s e a n t^ y t^ los v a l o r e s de l -
p a r á m e t r o c o r r e s p o n d i e n t e s a los puntos A y B. Sus t i tuyendo en la i n t e g r a l que -
d a r á : 
X(x, y, z)dx + Y(x, y, z)dy + Z ( x , y , z) = 1 c 
f A ( x n , yQ , z 0 ) JA(xn,yn,zn) 
ñ 
: I dU[x( t ) , y(t), z ( t ) ] = | UCx(t), y(t.), z{t)] 
O O o o ' 
í ' 1 * 
" = U f x ( t ^ ) , y(t^), «( t1) j - U [ j g : ( t 0 ) , y ( t 0 ) - . » ( t 0 ) J » i 
= V «i>-ü<V V 53 o> = UB " °A 
Queda pues el v a l o r de la i n t e g r a l como la d i f e r e n c i a e n t r e l o s v a l a r e s 
.dé la func ión po tenc ia l en los e x t r e m o s del a r c o Y , i ndepend ien temen te d® la c u r -
va que l o s u n í a . 
E l r e c í p r o c o se puede e x p r e s a r a s í : Si l ae func iones y,®), ¥ ( » , y, s)* 
Z(x, y, z) son con t inuas en un c i e r t o dominio e s p a c i a l y la i n t e g r a l cwrvi l íaaa ; 
1 
Xdx + Ydy + Zdz 
Y 
»©• depende de l a r c o de c u r v a y , s ino sólo de s u s ex t remóos c u a l q u i e r a <qju® ««ÍWB 
ésto.s, d e n t r o de l m i s m o dominio,, e x i s t e «na func ión po tenc ia l á® X, T, % fca é l . 
P a r a d e m o s t r a r l o , c a l c u l e m o s la i n t e g r a l cu rv i l í nea entre e l fwaft© £i$o 
(*Q, 7qp «Q) y el v a r i a b l e (x, y , z ) . C a l c u l e m o s el i n c r e m e n t ó que « x p r b n « i « di-
cha func ión a l i n c r e m e n t a r la a b s c i s a x de l e x t r e m o en á x i 
Í(x, y, z) 
X. dx-fY, dy+Z . «hs ( x o ' y o ' z o ) Í(*+A X , y, z) Xdx+Ydy+Zda (x, y, z) 
c o m o p o r h i p ó t e s i s , e s independ ien te de l c a m i n o , e l e g i m o s un s e g m e n t o p a r a l e l o a l = 
e j e X, o sea dy = dz = 0, y queda: 
Íx+Ax X(x, y, z)dx * á * . , y, »); x ,< | < x * Ax x 
l i m r — - l i m X ( 5 , y , z) = X(x, y, t) ~ 
Ax 0 Ax 0 
ya que X(x, y, z) e s una func ión cont inua . 
De modo s i m i l a r d e m o s t r a r í a m o s 
b y " Y ' bz " Z 
4 . - Cálculo de la función po tenc ia l . -
Supongamos que las func iones X(x, y, z), Y(x, y, z), Z ( x , y , a) sean con t inuas , 
d.er ivables y 'con d e r i v a d a s con t inuas . Vamos a ca l cu l a r de f o r m a s e p a r a d a la fun 
ción po tenc ia l en el plano y en el e spac io . 
a) Cálculo de la función- potencia l en e l p lano. Supues tas l as condic iones 
a n t e r i o r e s p a r a X(x-y), Y(x-y), es n e c e s a r i o que se ve r i f ique la igualdad de las 
d e r i v a d a s c r u z a d a s , de a c u e r d o con el t e o r e m a de Schwarz , ya que ee t i ene : 
T Í ~ - X(*.y) ) 
! 5 2 U
 = 5 2 U Q s e a . bY _ b X 
bU „ , , | b x b y b y b x ' ° S e a ' b x " & y 
— = Y(x,y) ) 
Recíprocamente , , v amos a d e m o s t r a r que s i se cumple la r e l ac ión ( í ) , = 
ex i s t e función potenc ia l que vamos a ca l cu l a r a d e m á s . 
P a r a el lo, p lantearnos las ecuac iones que def inen U(x»y): 
- ü " = X(x, y) (2) - Y(x, y) (3) 
I n t e g r a m o s (2) r e s p e c t o de x, cons ide rando y cons t an t e , por lo t an to la 
cons tan te de in teg rac ión s e r á , en g ene ra l , una función <p (y) que h a b r á que deter-
m i n a r p o s t e r i o r m e n t e . 
U = |* X(x, y)dx + <p(y) (4) 
D e r i v a m o s (4) r e s p e c t o de y, e i gua lamos con (3), 
5 U
 = I X'Jx, y)dx + 0<{y) = Y(x, y) 
b j j " y 
</>'(y) = Y(x, y) - | X' (x, y)dx (5) e in tegrando r e s p e c t o de y . J V 
cp(y) = | [Y- | X' . dx ] d y sust i tuyendo en (4) queda: 
U(x, y) = J x.dx + J c Y - J x ^ . dx 3- dy 
Obsérvese que tp(y) es una función sólo de y, por lo que a <p'(y) le pasará 
lo m i s m o . Por lo tanto ~T"""DP'(y) 3 = 0. Derivando (5) queda: 
ox 
d
 P . - h Y b X 
( y ) 3 s
 T T - T 7 
- 0 por h i p ó t e s i s . 
Luego podemos a f i r m a r que la condición n e c e s a r i a y su f i c i en te p a r a que 
la e x p r e s i ó n X.dx + Y. dy s ea d i f e r e n c i a l exacta es que l a s d e r i v a d a s c r u z a d a s 
s e a n i g u a l e s . 
b) Cá lcu lo de la func ión potencia l en el e s p a c i o . Supues t a s l a s condic io -
ne s a n t e r i o r e s p a r a X(x, y, z) , Y(x, y, z), Z(x, y, z), e s n e c e s a r i o que se v e r i f i q u e 
la igualdad de l a s d e r i v a d a s c r u z a d a s , de a c u e r d o con el t e o r e m a de Schwarz,, 
ya que se t i ene : 
b U 
= X b U 5'" U b X 
b Y 
b x bx b y b y b x b y - b x 
b u 
= Y b
2
 U b 2 U b x 5 Z 
a y b x b z 5 z b x o s e a •• v • • • • . -5 z b x 
bU 
= Z 5
2
 U b 2 IT . b Y b Z 
bz 5 y b z b z 5 y 5 z = b y 
(6) 
R e c í p r o c a m e n t e , v a m o s a d e m o s t r a r que si se cumplen l a s t r e s r e l a c i o -
n e s (6), ex i s t e func ión po tenc ia l que v a m o s a c a l c u l a r a d e m á s . P a r a e l lo , plan -
t e a m o s l a s ecuac iones que def inen U(x, y, z). 
d x 
JHJ_ 
' b y 
bU 
X 
Y 
(?) 
(8) 
(9) 
I n t e g r a m o s la (7) r e s p e c t o de x, considerando y, z cjimo constantes, por 
lo que la cons t an t e de i n t e g r a c i ó n , en gene ra l , s e r á una función <P(y» z) que h a b r á 
que d e t e r m i n a r . 
z 
U = j x . d x + <P(y,z) (10) 
P a r a h a l l a r <p(y, z) d e r i v a m o s (10) r e s p e c t o de y, a e i g u a l a m o s a (8) y 
(9) r e s p e c t i v a m e n t e : 
b u 
b y 
bU 
bz 
• K -
• h 
dx :+ (y, z) = Y 
dx + <p» (y , z ) = Z 
,«P'y(y»®) = Y - x y d x 
q)« (y, z) = Z - X' . d x 
í ( i 4) 
(12) 
I n t e g r a m o s (11) r e s p e c t o de y, c o n s i d e r a n d o a cons t an te , p o r lo tanto ha^ 
b r á que s u m a r l e una c o n s t a n t e de i n t eg rac ión que s e r á una func ión sólo de s t 
Y (a).. , 
<p(y, z) = i CY- X y d x ] . d y + * (« ) (13) 
D e r i v a m o s (13) r e s p e c t o de a e i gua l amos con (12): 
dx 3dy + Y'(x) - Z - 1 X' dx 
de d o n d e : 
-Jxydx-JcY'.-j 
Í Z - X' dx - CY1 - j X" J = J -J 
í= 
f ' ( z ) = Z- X" . dx 3 dy yz 
dx ] d y I . dz (14) 
Sus t i tuyendo (14) en (13) y en (10) queda: 
U ( x , y , z ) = j x . d x + | C Y - J x y d x l d y + | ( z - X ' z d x - j f Y ' ^ | x " y z d x 3 d y | dz , 
O b s é r v e s e que (p '^(y, z) es func ión sólo de y, z , a s í como «P'^íy. *) ®® 
ción só lo de y, z, a s i m i s m o f'(z) lo e s sólo de z. 
P o r lo tan to : 
i n r í > ' y > n f r t * ' . J • - f c t r w j . o. 
Derivando las ecuación©®. correspondientes queda:' 
A i JL1L _
 n J J L *JL A I X „ o 
que anulan por hipótes i» . 
Luego podemos af irmar que la condic ión n e c e s a r i a y suficiente p a r a que 
la «qprMión X . d x + Y .dy + Z . d s sea d i ferencia l .exacta e s que l a s derivadas. C I J 
iradas (6) sean iguales . 
5„ - Concias iones_aj^c ioaales . -
Vista» la a condiciones de existencia de la función potencial» a s í como e l 
cá lcu lo de la misma» s e pueden es tab lecer las s iguientes equivalencias , e n t r e eg . 
t a á ; re lac iones- , 
a ) E x i s t e n c i a de la f u á e i á n po tenc ia l , 
fe) Igualdad de l a s d e r i v a d a s c r u z a d a s 
c) Independencia de la .integral del camino recorr ido . 
® 
Si la integral e s independiente de l camino» q u i e r s dec.ira que a lo largo 
de l a r c o C^ e s 'igual que a' lo largo de l arco C^, o sea: 
r -r 'f* -V •• 
l o que equivale & "afirmar - que. la i n t e g r a l cmvilímm r e c o r r i d a «a un m i s m o senti . 
do en el contorno c e r r a d o A C B C A e s nula. 
O sea la condición n e c e s a r i a y suf ic ien te para que la integral curvilínea 
f Xdx -i- Ydy -f Zdz a lo l a r g o de una cu rva c e r r a d a sea nula en que sean igua -
l e s en e l dominio las d e r i v a d a s c r u z a d a s . 
6. - Pun tos s i n g u l a r e s . -
C o n s i d e r e m o s el s iguiente e j emp lo : Calculas ' la i n t e g r a l curvil ínea: 
. dK + — y d y 
x + y x f f 
2 Z 
a lo l a r g o del c o n t o r n o - d e la c i r c u n f e r e n c i a x + y = 1, 
La función subintegral admi te función po tenc ia l U(x, y) = a r c t g y 
puede p o n e r : 
2 2 1 x . 
x + y x + y J c J0 
E s t a i n t e g r a l no se ha anulado, p e s e a e s t a r extendida a ' i m contorno ce» 
vrado y admitid función po tenc ia l , luego e s t á a p a r e n t e m e n t e m contradicción con 
l o s t e o r e m a s d e m o s t r a d o s a n t e r i o r m e n t e . 
La c a u s a de e s t a d i f e r e n c i a e s t á en no h a b e r ten ido en cuenta l a s condi-
c iones coa l a s que se e s t a b l e c i e r o n d ichos t e o r e m a s y qu® ex ig i r á la existencia 
y. cont inuidad de X, Y, - X a s í como de sus d e r i v a d a s en t odos los pumtos- del do-
m í a l o considerado. 
En e s t e e j e m p l o , l a s func iones ' X = - — ^ y
 s — . . . ? y B U g 
x ' + y % 
rivadas no e s t á n de f in idas en el origen» Los puntos que tienen e s a s carac ter í s t i cas 
los llamaremos puntos s i n g u l a r e s . 
.2 S 
dx + — d y = | d Ca rc tg !]= | di = 2a 
Loa t e o r e m a s . p r e c e d e n t e s debe» pues modificarse-en e s t a s condiciones. 
P a r a e l lo , s i P e s un punto s ingu la r se rodea de un entorno C arbitrariamente 
peqtteño y que suponemos s u p r i m i d o de l domin io e n c e r r a d o por C . 
E l con to rno c e r r a d o Se RM c ' NS no cont iene ya ningún punto s i n g u l a r , 
p o r lo que a l a d m i t i r func ión po tenc ia l , la i n t e g r a l cu rv i l í nea a lo l a r g o de é l s s 
a n u l a . 
P o d e m o s e s c r i b i r : í = 0 = 1 + + + 
J s c R M ,NS ^ScR * R M ,N • 'NS 
c ' c ' 
Tomando l í m i t e s cuando RS 0, se. a n u l a r á la segunda i n t e g r a l con la 
c u a r t a y se pod rá e s c r i b i r : 
- J • J ' H 
cj Jc'j Jcj Je'/ P a r a un n ú m e r o f in i to de puntos P ^ , P ^ , P ^ e f e c t u a r í a m o s la m i s m a 
o p e r a c i ó n con cada uno de e l l o s , r e c u b r i é n d o l o s con en to rnos C^, C^, . . . C^, con 
lo que p o d r í a m o s enunc ia r e l t e o r e m a a n t e r i o r de e s t a f o r m a : 
La i n t e g r a l cu rv i l í nea a lo l a r g o de d icho contorno c e r r a d o s e r á igual a 
la s u m a de l a s i n t e g r a l e s c u r v i l í n e a s ex tendidas , a l o s con to rnos C^ , C^, . . . , C ^ . 
I "í +í +-+í 
V J \ t Jcz) Jc0 7 . - C i r c u l a c i ó n de un v e c t o r . -
E l concepto:- de i n t e g r a l cu rv i l í nea t i ene una i n t e r p r e t a c i ó n f i s i c o m a t e m á t i 
ca de g r a n u t i l idad en la t e o r í a v e c t o r i a l de c a m p o s , y que e s el de c i r c u l a c i ó n , 
denominac ión que p r o v i e n e de la t e o r í a de fluidos. 
Se l l a m a c i r c u l a c i ó n de un campo v e c t o r i a l V de componen te s X(x, y, s ) , 
Y(x, y , z) , Z ( x , y , z) a lo l a r g o de u n a l ínea C, a la i n t e g r a l cu rv i l í nea d e l p roduc 
to e s c a l a r de l v e c t o r V por el v e c t o r dS de componen te s dx, dy, dz , t omado s o -
b r e d icha l í nea , o s e a : 
c i r c u l a c i ó n de V a lo l a r g o de C = j V . d S = I X. dx+Y. dy+Z. dz 
J e J c 
Cuando X, Y, Z s e a n l a s componen tes de un c a m p o de f u e r z a s , la in te -
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g r a l e s el t r a b a j o de la m a s a unidad a l r e c o r r e r la l í n e a . 
8. - E j e m p l o s . -
8 . 1 . - D e m o s t r a r que: 
adx , M y „ b y - a x 
z z 2 
z 
e s d i f e r e n c i a l exac t a y h a l l a r la func ión po tenc i a l . 
b P b Q
 Q 
d' y ~ 5 x 
La func ión po tenc ia l U * U(x, y, z) se h a l l a r á a s í : 
b R ¡5 P a 
b x 5 z 2 Zj 
U = | ~ | ~ d x +«p (y, z) = + 9 (y, 
b Q b R b 
b z b v 2 7
 z 
b U b v 
= • = tp1 (y, z) 
o y z y 
bU b y - a x 
b z ~ 2 ' " 
z 
" 2 + 
' z 
<P (y. ») = - +Y (a) 
<p« (y, z) = +Y«(z) = , luego = 0, Y (*) 
z . a 
= C 
s u s t i t u y e n d o 
u = a * -
b y + c 
s 
8 . 2 . - Ca lcu la r ' . 
1 2 2 1 2yz dx +xz dy + 3xy zdz , s i endo C 
e l con to rno c e r r a d o s i tuado 
2 2 2 2 
en la e s f e r a x + y + z = a y f o r m a d o po r lo s 
a r c o s ; 
C 1 
2 2 2 2 
x + y + z = a 
y = 0 
x > 0, z > 0 
y 
C 2 
, 2
 L 2 2 2 
x + y + z e a 
x + y^ - ax = 0 
y > 0, z > 0 
H 
1 = 1 + J. 
C 1 C 2 
«n el a r c o c^ s e t i ene y » 0, dy = 0 I. = 
c . 
en c , , u t i l i z a m o s p o l a r e s & 
x = Q gen # . coa <p 
y s q , sen $ . sen ip 
25 = Q . C0S# 
que p a r a la l inea e » como 
®<a t i ene ; 
q- a 
eo s $ 
X 
- f 
q u e d a r a n como: 
ecuaciones paramétricas 
de s igu i en t e s : 
> 
x a . eos «f 
y = a sen tycos tp diferenciando y sustitu~ 
z = a 
yendo: 
. s e n f í " 
I 4 7 4 Z (~5sen" f „cost j )+4co@ ® , s en 32-
I a I + I 
C i C 2 
J t a 
™32" 

INTEGRAL, DOBLE 
i . - Concepto áe in tegra l doble . -
f b 
El concepto de i n t eg ra l def in ida de R i e m a n n I f(x) dx es g e n e r a l i z a b l e 
a 
sus t i tuyendo el i n t e rva lo Ca,bJpor una reg ión n - d i m e n s i o n a l en la que e s t é defini-
da y aco tada la función f . A s í para n = 2, o b t e n d r e m o s una i n t e g r a l doble y p a r a 
n = 3 una t r i p l e . Vamos a d e t a l l a r el caso de i n t eg ra l doble . 
C o n s i d e r e m o s la función z = f(x, y), def inida y aco tada en todos los pun-
tos de l dominio R p e r t e n e c i e n t e a l plano xy . 
R e a l i z a m o s una pa r t i c ión del dominio R med ian te c u r v a s a r b i t r a r i a s , en 
m partes que l l a m a r e m o s p a r c e l a s , r e p r e s e n t a n d o d ichas p a r t e s , a s í como sus -
á r e a s p o r : 
Au» . , Au),» • • •» Au>
 v Au) ^ l e k m 
En cada una de e s t a s p a r c e l a s e l eg imos un punto a r b i t r a r i o p € Au> , y K K 
f o r m a m o s la s u m a de los v a l o r e s de la función f en cada uno de d ichos puntos -
p o r e l á r e a de la p a r c e l a c o r r e s p o n d i e n t e , l l amando a es ta e x p r e s i ó n " s u m a ixste_ 
g r a l " ; 
m 
1 f(:p,).AüJ, =' f(p.)Aü), + f(p )Au) + . . .+ f(p ) AOJ = 5 
, . 1c k v 1 ' i 2 v m' m m k=l 
Se o b s e r v a que cuando la función f(x, y) e s pos i t iva en R, cada sumando 
f(p^)Aa>^ r e p r e s e n t a g e o m é t r i c a m e n t e el vo lumen de un c i l ind ro e l e m e n t a l de b a s e 
AU) y a l t u r a f(p ), y S r e p r e s e n t a la s u m a de los vo lúmenes e l e m e n t a l e s ind i -K k m 
c a d o s . 
Volvemos a d iv id i r el dominio R y c o n s i d e r a m o s el conjunto f o r m a d o por 
l a s d iv i s iones an t iguas y l a s nuevas , obteniendo m p a r c e l a s (m >, m) y una nueva 2 ' 
s u m a in t eg ra l : 
mz 
2 f(p'k)Au»-k = f Í P ' ^ A a ) ^ + . . . + f ( p ' m ) AO) - m = S 
k=l * i , * 2 2 
R e p e t i m o s n v e c e s e s t e p r o c e s o , exig iendo que los d i á m e t r o s de las p a r 
ce l a s f o r m e n una suces ión nula y por tanto que e l á r e a de cada p a r c e l a t ienda a 
c e r o , cuando n ^ - o o , obteniendo una suces ión de s u m a s i n t e g r a l e s . 
S i S f • • • j S f • • • 
m m 2 
m 
J 1 „ (n-1 . . (n-1 
Siendo S m = f ( P ^ ) -
n 
D e c i m o s que e x i s t e la i n t e g r a l doble según R i e m a n n de f(x, y) en R y la r e 
p r e s e n t a m o s p o r L, s i dado un n ú m e r o e > 0 y a r b i t r a r i o , se puede e n c o n t r a r 
un v a l o r p, t a l que p a r a n ^.p, s e t enga : l®mn " L. j < £ , c u a l q u i e r a que s e a n -
los puntos p e l eg idos en cada p a r c e l a Atu . JK K 
E s t e l í m i t e L se l l a m a i n t e g r a l doble de la f u n c i ó n f(x, y) ex tendida a l do 
min io R y se r e p r e s e n t a a s í : 1LM1 L = | | f(p)duj = | | f(x, y )dx .dy = l i m X f(pR) A 0) ^ n-»oo k=l 
Si l l a m a m o s M y m a los e x t r e m o s s u p e r i o r e i n f e r i o r de la func ión K K 
en cada p a r c e l a y f o r m a m o s l a s s u m a s : 
m 
Z M, A«), = M . Au). + M„ Ao> +. . . + M . Aw = S 
, ' k k 1 1 2 2 m m k=l 
m 
I m. Au) = m . Aw, + m„ Au) +. . . +m A tu, = a 
, . k k 1 1 2 2 k k k=l 
cottio 
m f(p. M se t e n d r á : 
2 mk AwkN<Zf(pk) Aw^EM^Acu k ; ° Bea s x< S ^ S 
d e l m i s m o m o d o que a n t e s , p a r a l a s s u c e s i v a s p a r t i c i o n e s de l r e c i n t o R , «© tendrá ! 
s / S 4 S ; n = 1, 2, . . . , p . . . 
n x r r ^ N n 
Si l a s s u c e s i o n e s a s í f o r m a d a s ¡2 y S , c u m p l e n la condic ión de que da» n n 
do un S pos i t i vo y a r b i t r a r i o , s e puede e n c o n t r a r un v a l o r p, t a l que p a r a n > p 
s e v e r i f i q u e f S - s j<e , t e n d r á n a m b a s igua l l í m i t e que c o i n c i d i r á con e l de 
la s u c e s i ó n y se t e n d r á p u e s 
f (x .y) .do) < S n 
l i m s = l i m S = l i m £ f(pk)A 0) k = | | f (x , y). du> íí 
2. - F u n c i o n e s I n t e g r a b l e s . -
Vamos a d e m o s t r a r que s i la función f(x, y) e s continua en el dominio R , 
es i n t e g r a b l e según R iemann en é l . 
P o r s e r la func ión continua en R, s e r á u n i f o r m e m e n t e continua en él, p o r 
lo que dado un va lo r 6 > 0 y a r b i t r a r i o , se podrá e n c o n t r a r un 6 , ta l que p a r a 
todo p a r de puntos p y p 1 t a l e s que p p ' < 6 , s e t e n d r á : ¡ f ( P ) - f ( P ' ) | < 8 , 
P o r lo t an to : 
n n 
S - 8 = X (M - m ).A u> <s I o) = e ( A r e a de R) 
n n K ic K ^ K 
y m ^ s e r á n los m á x i m o s y m í n i m o s abso lu tos de la función en la p a r 
ce la áfflj, (por s e r la función continua) y su d i f e r e n c i a s e r á la o sc i l ac ión m á x i m a 
e n t r e dos puntos c u a l e s q u i e r a p y p< de dicha p a r c e l a : 
| f(F)-f(P»)| < | M k - m k ¡ < R 
p'or lo que b a s t a r á que el d i á m e t r o m á x i m o de cada p a r c e l a s ea m e n o r que 6 . 
Si la func ión f(x, y) no e s continua en R, p e r o es tando aco tada en dicho 
domin io , t i ene un n ú m e r o f in i to de puntos a i s l a d o s de d iscont inuidad P?,' " ' ' Pfc' 
o, e s d i scon t inua a lo l a r g o de una c u r v a de J o r d á n i n t e r i o r al dominio , o en un 
¿on junto de puntos r e c u b r i b l e s po r en to rnos cuya á r e a to t a l t iende a c e r o , se rpan 
t i ene la ex i s t enc ia de la i n t e g r a l doble , ya que la e x p r e s i ó n 
S - s = 2 (M, - m , )A «) 
n n k k ' k 
Solo s u f r i r í a mod i f i cac ión en los sumandos c o r r e s p o n d i e n t e s a l as p a r c e l a s Au^ -
que con tengan d ichos pun tos . P e r o como la o sc i l a c ión e s t á aco tada M k - ro^ < k 
(osc i l ac ión to t a l de la func ión en R), todos e s o s s u m a n d o s se pod rán h a c e r < k l U> ^  
s i endo 2 (0^ la s u m a de l a s á r e a s de l a s p a r c e l a s que los r e c u b r e n que por hipó-
t e s i s t i ende a c e r o . 
3 . - P r o p i e d a d e s de la i n t e g r a l d o b l e . -
3 , 1 . - P r o p i e d a d a d i t i v a d e l i n t e g r a n d o . -
L a i n t e g r a l d o b l e , e x t e n d i d a a un d o m i n i o R, d e una s u m a de un n ú m e r o 
p f i n i t o de f u n c i o n e s ip • • •» f 6 8 i gua l a la s u m a d e l a s p i n t e g r a l e s do-
b l e s , e x t e n d i d a s a R, de c a d a una de d i c h a s f u n c i o n e s . 
J J C<P1(x,y) + 4>2(x,y) +. . . + 9p(x,y)] .do> = j j cp ^ x, y)du> +. . . + j j < y x, y)dü> 
3. 2. - Ei ' inealidad. -
L a i n t e g r a l d o b l e , e x t e n d i d a a un d o m i n i o R, de una c o n s t a n t e p o r u n a 
f u n c i ó n , e s i g u a l a la c o n s t a n t e p o r la i n t e g r a l dob le de la f u n c i ó n , en e l m i s m o 
d o m i n i o R . 
k . f (x , y ) . d.U) = k . j j f (x , y)dU) 
L a d e m o s t r a c i ó n de a m b a s p r o p i e d a d e s e s t r i v i a l e i d é n t i c a a la c o r r e s -
p o n d i e n t e en i n t e g r a l e s s i m p l e s . 
3 . 3 . - P r o p i e d a d a d i t i v a d e l d o m i n i o de i n t e g r a c i ó n . -
Si la f u n c i ó n f (x , y) e s i n t e g r a b l e en e l d o m i n i o R, y d i v i d i m o s d i cho d o -
m i n i o en o t r o s d o s R ' y R " s in p o s e e r p u n t o s i n t e r i o r e s c o m u n e s , s e r á t a m b i é n 
i n t e g r a b l e en c a d a uno de e l l o s y s e v e r i f i c a r á : 
I 1 í(x. y)du> « y | f(x, y)cito + I f(x, y)d(B 
P a r a d e m o s t r a r l o , b a s t a r á ; descomponer la suma integral de la f o r m a : 
2 f(P )á a« = I f(pJA » + £ f(pJAO) 
R R< k k R» K k 
Como la i n t eg ra l doble no depende de la f o r m a ds dividir el dominio R, 
so e fec túa la d iv i s ión de f o r m a que la' f r o n t e r a entre R ' y R " sea una división -
de S, 
3.4. - Aco tac ión . •• 
Si- la func ión f(x,'y) 4. <p(x, y) en R, se v e r i f i c a r á 
| | f(x.y)dO) $ H <f(x, y)d® 
R R 
E s ev idente ya que [f £f(x, y) - tp(x, y) 3 dlü
 s< 0 y ap l i cando la p r o p i e d a d 
p í i m e r a , quedará : . 
<j>(x,y)dO) 4 0 
R 
T a m b i é n p o d e m o s e s t a b l e c e r la aco tac ión del módulo de la integral. Si s e 
tiene; ¡-¿(x, y) | < M @n R« 
| f(x,y). I {(x> y) I d t» < M - j j = M. A i t 
donde? A es e l áxea de l recinto R . 
3, 5.= Yeogemajdé la m e d i a , i 
C o n s i d e r e m o s la función í(xf y) i n t e g r a b l e en un dominio R y-sean M 
y m los e x t r e m o s s u p e r i o r e i n f e r i o r respectivamente de la función f(x, y) en R, 
Ver i f i cando p u e s , p a r a cua lqu ie r punto (x^, y^Jde R: 
m.<f (x k , y k )< : M 
•m. Atu. 4 f(%, , y ' ) . áffl, M. Mu fe. k k ' k - luego: 
n 
1 m i f f l . < 2 '£{x,
 s y, ) . Atu, < X M. Att). , t omando l í m i t e s 
» K. . K K K K 
m. 
íT Ar< j j £(x, y). < M. A s iendo A_ sí á r e a ©¡acerrada en e l domi» R R 
nio R . .La des igua ldad a n t e r i o r p e r m i t e e s c r i b i r 
í(x, y)d(0 - X „ A , s iendo m < X < M 
t/«f R 
cuando la func ión f(x, y) sea continua e n ' R , p a s a r á de l m ín imo ' absolu to m a i má* 
x i m o abso lu to M por todos los v a l o r e s i n t e r m e d i o s , luego e x i s t i r á a l m e p o s na 
punto (Xg, Yp) € R en donde y^) = \ y s e pod rá d e c i r que la i n t e g r a l doble 
de «na func ión cont inua f(x, y) en un dominio R e s igual a l va lo r de la func ión sfi 
.un punto Pq(x„» y^) de dicho domin io por e l á r e a de l m i s m o . 
f(x, y)díW 
J R 
4¡. - C a l c u l o de á r e a s y vo lúmenes u t i l i zando i n t e g r a l e s dob les , » 
Del concep to de i n t e g r a l def in ida ya visto? se d e s p r e n d e que el v o l u m e n 
de l c i l ind ro ide • l imi t ado por la s u p e r f i c i e no nega t iva f (x , y) p a r a (x, y) € el p ía 
no a = 0 y el c i l i nd ro r e c t o de g e n e r a t r i c e s p a r a l e l a s a l e j e O S y d i r e c t r i z la -
f r o n t e r a de l dominio R» viene dado por 
Y = , f(x, y)du> 
Si el c u e r p o de l que q u e r e m o s h a l l a r e l v o l u m e n e s t á l im i t ado p o r l as * 
s u p e r f i c i e s z = f (x, y) y % y), s iendo ' f ? (x , y) >, f j ( x , y), p a r a todo (x, y ) € R 
e l v p l u m e n se p o d r á e x p r e s a r a s í : 
V = | | C ^ í x . y j - Í ^ x . y ) ] dU) 
Si en e l c a s o p r i m e r o , la func ión f(x, y) c a m b i a de signo en e l domin io 
R, s i endo pos i t i va o nula en R y nega t iva o nula en R_, R = R , + R_, el vo lu-
1 ¿ 1 2 
m e n de l c i l i n d r o i d e s e r á : 
V = | | f (x, y)d«) - | | f(x.y)dO) 
P a r a h a l l a r á r e a s p l a n a s , po r e j e m p l o la de l domin io R, c o n s i d e r e m o s 
la func ión f(x, y) = 1; la J j * ^ f(x, y)dü) = j j d(M r e p r e s e n t a e l vo lumen de un ci l in-
d r o i d e d e b a s e R y de a l t u r a la un idad , luego: 
íí, v 1 = a R = |! d(W R 
8;, - G e n e r a l i z a c i ó n de l concep to de i n t e g r a l dob l e . -
En la d e f i n i c i ó n de i n t e g r a l doble , se ha c o n s i d e r a d o una func ión f(x, y) 
a c o t a d a y un domin io p lano l i m i t a d o R . V a m o s a e x t e n d e r la de f in i c ión de i n t e g r a l 
doble p a r a los c a s o s de f u n c i o n e s no a c o t a d a s y de d o m i n i o s i l i m i t a d o s . 
a) C a s o de func ión no a c o t a d a . 
Si la func ión f (x , y) se h a c e inf in i ta en un n ú m e r o f in i to de puntos (xQ' Y Q ) » 
. . ( x k , y^) d e l domin io R, se r e c u b r e n d i chos pun tos con e n t o r n o s R^ que p o r 
e j e m p l o pueden s e r c í r c u l o s de r a d i o s i n t e r i o r e s a R, l l a m a n d o R ' = R^+R^+i • • + 
f R k ; R = R ' + R " . Se ca l cu la e l l i m i t e de la i n t e g r a l doble ex tendida a R " , cuando 
e 0 y, s i d icho l í m i t e e x i s t e , lo l l a m a r e m o s por de f in i c ión i n t e g r a l doble d e 
f(x, y) ex tendida a R . 
f .í(x, y)dco = l i m SI f(x, y)dtü R £ ^ 0 J J R -
A n á l o g a m e n t e , s i e x i s t e un con jun to inf in i to de pun tos en los que s e h a c e 
in f in i ta la func ión f(x, y), y se pueden r e c u b r i r d i chos puntos po r r e c i n t o s R ' cuya 
á r e a t i ende a c e r o e l ig iendo R' c o n v e n i e n t e m e n t e , d i r e m o s p o r def in ic ión que 
| f(x, y)düu= l i m 11 f (x , y)d<U 
R J J R " 
s i e m p r e que e s t e l í m i t e sea independ ien te de la f o r m a de e l e g i r los r e c i n t o s R 1 . 
k) C a s o de • d o m i n i o s i l i m i t a d o s . -
C o n s i d e r e m o s un domin io i l im i t ado R y c o n s t r u y a m o s una s u c e s i ó n de do 
m i n i o s R , R R , . . . t a l que l i m R = R . D e f i n i m o s como i n t e g r a l doble 1 2 n n-s» «3 n 
ex tend ida a R, a l l í m i t e de la i n t e g r a l doble ex tendida a R^, cuando n oo, s i e m 
p r e que e s e l í m i t e e x i s t a y s e a e l m i s m o p a r a c u a l q u i e r s u c e s i ó n R 1 ^ de l í m i t e 
R . Si e l l í m i t e de R es R cada r e c i n t o p a r c i a l de R e s , i n t e r i o r a los d o m i n i o s n 
R^, a p a r t i r de un v a l o r de n . 
f f(x, y)d(W = l i m ! ! f(x, y)dro = l i m i t f ( x , y ) d w 
n n 
Si R es todo el p lano , p o d e m o s f o r m a r la s u c e s i ó n de domin ios R ^ , • 
. R , . . . c o m o c í r c u l o s de c e n t r o e l o r igen y r a d i o s c r e c i e n t e s , p e r o t a m b i é n s e 
n 
p o d r í a d e f i n i r d icha s u c e s i ó n como c u a d r a d o s de c e n t r o el o r i g e n y l ados c r e c i e n 
t e s o r e c t á n g u l o s , e t c . y d icho l í m i t e debe e x i s t i r y s e r ; el m i s m a p a r a t o d a s 
l a s s u c e s i o n e s que e l i j a m o s , p o r lo que se ve la d i f i cu l t ad de e x p r e s a r de un m o 
do g e n e r a l , p a r a c u a l q u i e r func ión f(x, y), e s t a d e f i n i c i ó n . 
C a s o p a r t i c u l a r e s que la func ión f(x, y) t enga s igno c o n s t a n t e en todo e l 
d o m i n i o R , en cuyo c a s o v a m o s a d e m o s t r a r que d icho l í m i t e e s independ ien te 
íY de la suces ión aue s l i i a m o e . Supongamos f(x, y) ^ 0 en R y qtie ) j f (x, y)da) t ic JJ
 R 
ne l í m i t e pa ra una suces ión de domin ios R^, R , , . . .R^ , . , , t a l e s que i i m R 
R y R C R C E c , , , ( - R c . . . E l i i ámos o t ra suces ión de domin ios R' , R ' , 
' . | 2 3 n " 1 Z 
t a l e s CÍUS J im R ' = ¡ R Y R » « = R « „ C R « „ C . „ . C R « C . . . 
n '
 n-*.oo n
 1 ¿
 » » 
Cua lqu i e r a que sea s , se podrán encontrar dos v a l o r e s p y t , ta les que 
R G Ri c r
 y por lo . t an to ; p a t 
R 
í(x, y)díi> ¿ f fx . y) das 
R ' 
y como: 
l i r a | i f(x, y)du> = l i m | I 
p 00 J J _ t * 00 J J t , R 
P t 
Í(IKs y)dtU - | | f(x, y) düí 
I] e
 " R 
la i n t e g r a l de l c e n t r o t e n d r á l ími te y su va lo r co inc id i r á con', e l de l a s dos 'entre 
l a s que está c o n s t a n t e m e n t e comprend ida 
c 
l i m 
e =si»os> 
f(x, y)d'U = l i m £{Xí y)da) = | | f(x, y)< 
R 
6, ~ 
guio de b d o a p a r a l e l o s a los e j e s coordenado»« -
C o n s i d e r e m o s la. func ión f(x, y), continua en el dominio R» l i m i t a d o por 
las . r e c i a s x = a , x • = b } y --- c , y = d . Como la func ión es continua,, la i n t e g r a l 
doble extendida a K ex i s t e cua lqu i e r a que /sea la p a r c e l a c i ó n de l dominio que s© 
r e a l i c e y con independenc ia de loe puntos .p que se e l i j an d e n t r o d e cada parce , 
la* P o r lo -tanto p a r c e l a m o s con p a r a l e l a s a l e j e OX, y = y^, . • y~y r 
y - y
 t y con p al- e j e OY, x = xn, x~x. O í x = x x = x » obteniendo» ra 
c o m o • p a r c e l a s r e c t á n g u l o s e l e m e n t a l e s A(» ^ de á r é a á © ^ * Ax . A e impone 
'naos la- condición, de que es tos i n c r e m e n t o s t iendan a c e r o , para, cua lqu ie r va - -
l o í de p y k . A s i m i s m o , e l e g i m o s como punto p el v é r t i c e i n f e r i o r i z q u i e r d o 
de l r e c t á n g u l o e l e m e n t a l y ). . La e x p r e s i ó n de la s u m a i n t e g r a l s e r á pues 
' iü 'T"—1—~' a 1 a i i j 
i ' | 
» — • •» N*. « -B = 
! I ,Axf 
- i - -» -
- i ¡ ass® 
y) VK 
f — i 
- í — í 
!.. I t 
• I - - " - » 
• I 
>T„-
9 
...i. 
3 T " 
M í 
' i" " 
Xi Ee fe 
i.ma s u m a doble que se podrá e s c r i b i r a s í : 
m - 1 n - 1 m ~ l n - 1 
k=Q p=0 
S f ( x , y j A x • A V - Z A y ¿ f ( x , y ) A P K p K „ k „ p K k=;0 p=0 
m-1. 
I 
k-
x p = "£ A r k C 1 £ ( x , y ) d * * 
m - i m - 1 
+ 6 , ] = Z A y, 1 f ( x , y J . d x + Z A y,. . 5 
K
 k=0 k J k k=0 K 
" a 
E s t a s dos ú l t i m a s igua ldades se han e s c r i t o ten iendo en cuenta que la 
t e g r a l de una func ión continua de un p a r á m e t r o s e podía e x p r e s a r como lírpifee 
u n i f o r m e de una s u m a , como se es tudió en las i n t e g r a l e s depend ien tes de «Q pa -
r á m e t r o , po r lo que j 6 | < s , cua lqu i e r a que sea y , s i e m p r e que &x -e» 
A s í pues 
m - i m - 1 
E A y, • 6 < £ T, A y, -- e (d-c) que se hac® tan pequeño cosao q u e r a -
„ _ k k i k. k=0 k=0 
m o s cuando Ax -®> 0, con lo q\xe queda rá tomando l í m i t e s : 
m - 1 n - 1 m - 1 
f(x, y)d(U = l i m Z Z f(x , y ) A x . A y^ = l i m E á y , 
! Ax - » 0 k=0 p=0 p * p " Ax -r»0 k=0 
R p> P 
{Xt y. i w'K 
.d , b 
dy [ | f(x, y)dx ] 
c a 
Se podr ía h a b e r e x p r e s a d o t a m b i é n , sumando p r i m e r o ppr c o l u m n a s de £8 
ta o t r a f o r m a : , , 
r t 
f(x, y)dtu = I dxC \ f(x, y)dy ] 
R ^ a ^ c 
P o d e m o s g e n e r a l i z a r el cá lcu lo a n t e r i o r p a r a func iones no con t inuas , pe» 
r o a c o t a d a s , que tengan un n ú m e r o f in i to dé d i scon t inu idades , o un n ú m s r p ihfini_ 
t e d® puntos de d iscont inuidad s i tuados a lo l a rgo de cu rvas de J o r d á n , 
7, Cá lcu lo de la i n t e g r a l . doble eni un dominio no r e c t a n g u l a r , -
Sea la función f(x, y) continua en el dominio R que e s t á l imi tado por una 
c u r v a t a l que toda la r e c t a la co r t á efl un n u m e r o f ini to de puntos (curva d® J o r -
dán) . C i r c u n s c r i b i m o s R en un dominio r e c t a n g u l a r de lados p a r a l e l o s a loa ©je® 
c o o r d e n a d o s x = a , x ~ b, y = c, y = d que l l a m a r e m o s R' y de f in imos en él « 
una nueva func ión <P(x, y) de la s iguiente f o r m a : 
ip (x, y) = f(x, y) p a r a (x, y) € R 
tp (x, y) = 0 p a r a (x, y) f R 
V 
(i) 
P o r de f in ic ión de i n t e g r a l doble: 
y)doi = i : = 1 f(x, y)de» R ' ' " R 
Como «1 domin io R ' e s un r ec t ángu lo s a b e m o s c a l c u l a r l a i n t e g r a l doble 
en él 
f b r d 
<p(x, y)d(U - II cp (x, y)dx. dy ' dxC | <p(x, y)dy3 
R« " a " c 
La i n t e g r a l del c o r c h e t e , r e p r e s e n t a n d o l a s o r d e n a d a s de los punto si S„ T , 
U, V por e l l o s m i s m o s , se pod rá e s c r i b i r t en iendo en cuenta q\ie en el la x e s 
U«a c o n s t a n t e (x a x ^ ) 
- V T V 
ifi(xty)dy « I <p(x, y)dy a 1 <P(x,y)dy + 1 V(x, y)dy + | <í>(x» y)dy 
é vS ^ S T ' 
P o r la def in ic ión (1) de <p (x, y) queda rá : 
f " f " 
<p(x,y)dy = 1 <p(x, y)dy = I f(x, y)dv 
c ' ' T J T 
í 
Si la r ec t a x s x co r t a a l contorno de l dominio sólo en dos puntos T y 
T ' J v \R ' ' ' U ' ' 2 ^B,.1 pone r : U, de coo rdenadas y T = y^ ( x p ) , y n = y 7 ( x R ) podemo 
.b ,y_(x) 
f(x, y)doj = ! dx [ 
R " a í J y í (x) f(x. y)dy 3 
KsKf (M) 
T a m b i é n p o d r í a m o s h a b e r e x p r e s a d o e s t a i n t eg ra l , i n t eg rando p r i m e r o 
r e s p e c t o a x , obteniendo: 
r d f x 2 ( y ) 
í(x, y) dW) - 1 dy 1 f (x ,y)dx 
R >' c -> x^ (y) 
Si el dominio e s t á l in i i tado por c u r v a s d i f e r e n t e s , s e d e s c o m p o n d r í a en 
v a i i o « i y a s í p a r a el e jemplo ' de la f i gu ra se podr í a e x p r e s a r : 
f(x, y)d/jü = i dx 1 f(x, y)dy + l dx | £(x,y)dy + 
R " a y 1 (x) ^ p ' y ' ^ * ) 
( . y 4 W í dxí f(x, y)dy q J yzM 
a r i 
6 . - T e o r e m a de R i e m a n n , -
E s t e t e o r e m a debido a R iemann r e l ac iona e n t r e si ' la i n t e g r a l cu rv i l ínea 
ex tendida a un contorno c e r r a d o C, con la i n t e g r a l /doble extendida a l domino R 
que t iene a C como contorno, y su enunciado es e l s igu ien te : Sean P (x , y) y 
Q(x, y) dos func iones def in idas y cont inuas en un domin io R l imi t ado por la cu rva 
de J o r d á n C; s i l a s d e r i v a d a s p a r c i a l e s y ~ ex is ten y es tán aco t adas en 
b y b X
 f f 5P , , f í R y ex i s t en las i n t e g r a l e s dobles de e s t a s d e r i v a d a s en R, J J ^ ^ dxdy y J J ^ 
bQ 
— d x d y , se cumple que: 
I - ~ ~ 3dxdy = 1 P . d x + Q . d y b x b y 1 R 
P a r a d e m o s t r a l o , c a l c u l e m o s p r i m e r o la i n t e g r a l 
1 b P . , dxdy = R 
b 
f b f y z ( x )
 &P r b r b dx dy = 1 CP(x,y) J y i ( x ) dx= i PCx, y 2 (x) D dx-
K J y ^ x ) K A 
| P t * . y 1 M 3 d * - = | PCx,V 2 (x) ]dx P [ x , y 1 ( x ) 3 d x = '«|> P ( x , y ) d x = - ^ P ( x , y ) d x 
a a b c j (4) 
ya que la s u m a de e s a s dos i n t e g r a l e s s i m p l e s e s por def in ic ión la i n t e g r a l c u r -
v i l ínea a lo l a r g o de l con to rno c . 
M " ! 
De m a n e r a s i m i l a r podemos poner*: 
.d ,x_(y) JL b Q , , dx dy O x Íf 2 f X2 d y i - | ^ d x = Q ( x . y ) x i c J ^ l y ) K z(y) (y) dy = 
| Q C x ? ( y ) , y ] d y - I Q jx^(y), y3dy = 1 Q t ^ y ^ y ] dy + ! Q Cx^y) 3 d y 
C
 J
 r * f •> A 
I Q(x, y)dy 
K J 
(2) 
L a s dos i n t e g r a l e s c u r v i l í n e a s 'de las f ó r m u l a s ( i ) y (2), t i enen e l m i s -
m o sent ido; a l r e c o r r e r l a s según el contorno c, el dominio R que e n c i e r r a que -
da a gu i z q u i e r d a ; a e s t e sent ido lo c o n s i d e r a r e m o s p o r convenio pos i t ivo . A s í -
pues , l a s f ó r m u l a s (1) y (2) ob ten idas e x p r e s a n : 
dx dy = + I P (x ,y )dx 
J c t 
• l 
J
c j J U R 
c j 
dx dy = I Q(x, y)dy sumándo la s s e obtiene 
r x K j 
) dx dy 
E s t e t e o r e m a e s t a m b i é n conocido con el n o m b r e de T e o r e m a de G r e e n , 
en r e c u e r d o de l f í s i c o y m a t e m á t i c o ing lés D. Green,, s iendo un c a s o p a r t i c u l a r 
de una f ó r m u l a m á s g e n e r a l ©bteaida por el m a t e m á t i c o r u s o O s t r o g r a d s k i . 
9. - Cambio de v a r i a b l e s en l a s i n t e g r a l e s dob lee . -
En la p r á c t i c a , cuando t r a t a m o s de c a l c u l a r una i n t e g r a l doble de una de 
t e r m i n a d a función f(x, y) en un dominio R, nos e n c o n t r a m o s con la d i f icu l tad de -
c a l c u l a r d i r e c t a m e n t e dicha i n t e g r a l , lo m i s m o que nos sucedía con las i n t e g r a l e s 
s imp le s . P a r a r e so lve r e s t e p r o b l e m a se p lan tea la neces idad de e f e c t u a r caro -
b i o s de v a r i a b l e en e l l a s que s impl i f iquen la función o el p ropio dominio de i n t e -
g r a c i ó n . 
Supongamos , p u e s , que q u e r e m o s c a l c u l a r J J f(x, y)dxdy, s iendo la f u n -
ción f(x, y) cont inua en R, es tando dicho dominio l imi tado p o r una curva C, y que 
r e m o s su s t i t u i r l a s v a r i a b l e s x, y, por o t r a s nuevas U, V, r e l a c i o n a d a s con e l l a s 
med ian t e l a s ecuac iones de t r a n s f o r m a c i ó n : 
x = x(U . V); y = y(U. V) (1) 
s iendo l a s func iones x (U.V) , y(U, V) u n i f o r m e s , cont inuas y con d e r i v a d a s conti • 
nuas en el dominio R' t r a n s f o r m a d o del R med ian te d ichas ecuac iones , cumpl ién-
dose a d e m á s que l a s ecuac iones (1) e s t ab l ecen una c o r r e s p o n d e n c i a biuniVoca en -
t r e (x, y) y (U, V)y por cons iguien te e n t r e los dominios R y R ' . 
Si c o n s i d e r a m o s una r e c t a U = cons tan te en R ' , por las e cuac iones (1) 
se t r a n s f o r m a r á en el plano xy en una d e t e r m i n a d a c u r v a . Aná logamen te , a l a s 
r e c t a s V = cons tan te de l plano UV le s c o r r e s p o n d e r á n c u r v a s del plano XY. 
y 
u 
y 
P a r c e l a m o s el dominio R' med ian te r e c t a s p a r a l e l a s a los e j e s coo rde -
nados U = cons tan te , V = constante, , en r ec t ángu los e l e m e n t a l e s de lados AU^ y 
A V . A cada uno de e s t o s r e c t á n g u l o s ABCD de á r e a A10' = A U AV, l e s c o r r e s -fe 
ponde ra en el p lano XY un c u a d r i l á t e r o no cu rv i l í neo A ' f e 'C 'D" de á r e a Au». 
La func ión f(x, y), med ian t e l a s e c u a c i o n e s (1), se t r a n s f o r m a r á en la 
F ( U . V ) , e s t ando a m b a s r e l a c i o n a d a s por : 
F(U,V) = fCx(U, V) ,y (U r V)3 
Las coordenadas de los vértices del cuadrilátero curvilíneo A'B'C'D' 
son: 
X A' = V 
y ( u p + A u , v k ) 
y A , = v ( u p < V 
* B , = * (u p + Au,v k ) yB , 
xc> = X(UP+AU. V A V ) y c = y(up+Au,vk+AV) 
XD- = x(Up' Vk + A V ) = A V ) 
Quedándonos con los infinitésimos de primer orden, se podría escribir 
a s i : 
bx 
*A' = *<Up ' V 
V = X < U p ' V + b U AU 
ü 
b x 
bv AV 
kD< = X < V V + "5v ' A 
y A- = ^ p ' V 
^B- = ^ V V + 1¡U A U 
VC . = v ( U p . V k ) AV 
V = *<UP' V + T¡V - ¿ V 
El área del cuadrilátero curvilíneo será equivalente al doble de la del 
t r i á n g u l o A'B'C* y quedará desparticularizando: 
AüJ . j (xr, -x A ,) (yr , - y A ,) - (xr , -xB ,) ( y r , - y A , ) | 
= K-
5 x 
w 
AU + 5 V . AV) , 
C' A 
b y 
b V AV - b V • A V ( 4 £ - A U + T T Í - . AV) I = b u u u T H " 
b x b x 
bU bV 
b y b y 
bU b V 
AU. AV = 
D(x, y) 
D(U,V) |A U. AV ó s e a : 
A O) D(x, y) D(U.V) | A O)' 
La igualdad s e r á vá l ida cuando l a s particiones en R y R' sean tales que 
s u s diámetros formen una sucesión nula, ó sea : 
1 p ( u , y ) l i m " f ^ cuando e l d i á m e t r o de átt í^-0 
La s u m a i n t e g r a l q u e d a r á t r a n s f o r m a d a a s í : 
S f ( x , y ) A u > = I F(U.V) | 1*0)' 
R R> U(U.V) 
tomando l í m i t e s q u e d a r á : 
j j f (x ,y )dxdy = J J f C x ( U , V ) , y ( U . V ) ] | ^ ^ | dU.d> 
R R' 
Si h a c e m o s e l c ambio a p o l a r e s , x = Q. eos , y = Q . sen 3 . 
D?Q.*) - Q ^ q u e d a r 4 : 
J J f(x, y) dxdy = J J fCQ, eos & , Q . s e n &D. Q . d Q . d ^ 
En p a r a m é t r i c a s x = a . Q . c o s $ , y = b . Q . s e n » • 
l ^ y = a - b - Q Y q u e d a r í a : 
f(a.Q . eos $ , b . Q. sen® ) . a . b . Q d q . d $ 
R' 
E s t e ú l t imo c a m b i o se u t i l i za a v e c e s cuando e l dominio R e s e l f o r m a -* 
do p o r los puntos i n t e r i o r e s a la e l i p se -^-y- •'<• - ~ r = 1 en cuyo c a s o , a l h a c e r el 
a b 
c a m b i o a n t e r i o r , $ v a r i a r á de 0 a 2% y Q de 0 a 1. 
10. - Re lac ión e n t r e l a s func iones P y j T . -
Cuando se es tud ió la func ión 8 , se d e m o s t r ó la r e l a c i ó n : 
p(P,q). rw.rw 
I V q> 
sólo p a r a v a l o r e s de p y q e n t e r o s y pos i t i vos . V a m o s a d e m o s t r a r a h o r a la va l i 
dez de dicha f ó r m u l a p a r a cua lqu ie r va lor pos i t ivo de a m b o s p a r á m e t r o s . 
P r e v i a m e n t e podemos c o m p r o b a r que la i n t e g r a l doble de una función de la for 
m a f(x), <p(y), extendida a un dominio r e c t a n g u l a r a<¿ x ^ b, c^ C y d, se puede 
d e s c o m p o n e r en p roduc to de dos i n t e g r a l e s s i m p l e s . 
fb f d fb rd 
| | f (x) . <j)(y). dxdy = 1 dx I f(x). cp(y). dy =C V f (x)dx]C 1 <P(y) dy 3 
La d e m o s t r a c i ó n es t r i v i a l , teniendo en cuenta el cá lcu lo de una in t eg ra l 
doble en un dominio r e c t a n g u l a r . 
R e c o r d e m o s la e x p r e s i ó n de F (con el cambio x = y 2 ) 
Íeo 
x
p
- \ e - X d x = 2 ( x 2 p - 4 . e " x 2 . d x 
0 
2 
-y .dy mul t ip l icando a m b a s igualda 
m A x ^ . e ^ d x = 2 Í y 2 ^ 1 . 
jQ J0 
d e s . oo ^ 
f(p).r(q) = 4 t | x ^ . e ^ . d x l j y ^ ' 1 . e " ^ . dy ] 
" f 
J ( 
0 
r°o toe , 2 2. r
 , 2 p - l 2 q - l - x + y ) , dx i x r . y . e 7 . dy = 4. 
JQ Q 
por la p rop iedad a n t e r i o r . En e s t a i n t eg ra l doble p a s a m o s a p o l a r e s 
X = Q.eos ® i 
y = Q. sen & . 
-Eí2^) y q U e d a 
r V 2 -oo 
f ( p ) . T(q) = 4 l d 9 c o s 2 p - % . s e n 2 q - S . Q 2 ( p 4 q ) " 4 dQ 
Jo 4) 
r V 2
 r ° ° 2 
= 2C c o s ^ - ^ . s e n ^ - ^ . d ^ 2 C Q 2 ( p + q ) ^ . e" Q dQ 3 = 
J o •'o 
= p(p .q) . f(p+q) 
11. - E j e m p l o s . -
1 1 . 1 . - C a l c u l a r la. i n t e g r a l doble . 
zz 
R 
2 2 
x + y dxdy, s iendo R el dominio l imi tado po r : 
2 2 
x + y - 2y >, 0 
2 2 
x + y - 1 « 0 
y >, o 
x >, 0 
P a s a m o s a p o l a r e s y el dominio R' c o r r e s p o n d i e n t e al R a l h a c e r el c ambio , - en 
el plano ( Q, ), s e r á : 
I = 2 , Q .dQ 
,%/b 
% 6 
3 1 
; 2 sen$v< Q ¿ 1 
d& = 
2 s e n $ 0 2sen& 
(1 - 8 s e n ) d$ 
0 
± , - J L + 3 Í 3 
3 6 
16 ) 
i í . 2. - Mediante una in t eg ra l doble c a l c u l a r el vo lumen de l c u e r p o l imi tado p o r 
la s u p e r f i c i e x 2 - y 2 = 2az, el c i l indro : ( x 2 + y 2 ) 2 = a 2 ( x 2 - y 2 ) y el p lano z = 0 . 
f í x 2 - 2 El vo lumen vend rá dado por : V = JJ — — ^ — dxy 
R 
P a s a n d o el c i l i nd ro a p o l a r e s queda: 
4 2 2 2 I Q = a . Q . eos OJ ; Q = a í eos U) 
n/4
 ra f Z T » 
eos 2® 3 . 
. Q . du) . dQ = 4 2a 
eos 2 0) 
2a 
d(« dQ = 
R ' 0 0 
= 4 s X/4 4 a • A[COB2U) du) C—?— 3 = 4 2a 4 Q eos 2u) J' 
•'O 
V 4
 4 2 
eos 2m a . e o s . 2m 
2a ' 4 
= 4 
J. 
7t/4 
eos 2(1) dO) , h a c i e n d o 2u> = t, queda : 
f ^ 2 
J 0 
3 a~ 
cos t = —7 
1 1 . 3 . - P o r un punto M e x t e r i o r a un c í r c u l o C de c e n t r o e l o r i g e n y r a d i o R, 
s e t r a z a n dos t a n g e n t e s a l c í r c u l o que f o r m a n e n t r e s í un ángulo OC . C a l c u l a r e l 
v a l o r de la i n t e g r a l doble 
I = I I R 
(cf-senoí) . dx dy 
s iendo R e l domin io e x t e r i o r a todo e l c í r c u l o . 
O p e r a n d o en c o o r d e n a d a s p o l a r e s se t e n d r á : 
« R „ _ « OC 
OM = Q = — — ; s e n « = 2 s e n — e o s — 
** <¡ 2 n sen — M 
I = 
i - I I JJR I 
« • R 
- y = a r e s e n —— 
R 2R 
seno!)dxdy = j j (2. a r e s e n -Q- - f q"-R"). q . dQ . d $ i r a . 
= 2 r-r 
j R J 0 
( Q . a r e s e n 
v 
R R ) d 0 
r R = 4n CQ • a r c sen |Q2-R2DdQ = 4k + I2) 
P a r a el p r i m e r sumando , i n t e g r a m o s por p a r t e s : 
. . „ R , Q2 R , 
= | Q . a r e sen —— dQ = - c ~ . a r e sen —g- + A - í — 2
 J í ^ r p 
j ¿ = a r e sen t - M q
2
-*
2 
P a r a el segundo sumando: 
I 2 - R í Q 2 -R 2 dQ - í 2 2 2 Q -R - R . a r c t g J 2 2 1 Q - R R , luego: 
I = 4n - a r e sen -
 2 
R R . 1 2 2 2 ^ Q -R ¿ Q -R + R . a r c t g — " R R 
. . . .
 r Q2 R R J 2 2 . 2 • .1 Q 2 -R 2 t en iendo en cuenta que l i m —- . a r e sen —— - —r— 'uQ -R + R . a r c t g 1 ^ J= 
= l i m r 
Q 00 
4 R 2 . , „ 2 * _ R 2 — — ) -f R . = , queda: 
I = 4* C ' 7t R 
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INTEGRAL DE SUPERFICIE 
1. - R e s u m e n de conoc imien tos a n t e r i o r e s . -
R e c o r d e m o s l a s s igu ien tes f ó r m u l a s de i n t e r é s . 
a) Rec ta t angen te a una l ínea en el e spac io de ecuac iones p a r a m é t r i c a a 
x = x(t) , y = y(t), z = z(t) , en el punto t = t 
la t angen te s e r a : 
, x -x ( t Q ) y-y(tQ) z - z(tQ) 
*'(t 0) " y'(t0) " z ' ( t 0 ) 
b) P lano t angen te a una s u p e r f i c i e de ecuación z = z(x, y), en el punto • 
Y0 . zQ} d e e l l a -
0 x v 0 ' y v y 0 ' 
u u 
Sí la s u p e r f i c i e es tá dada en imp l í c i t a s por la ecuac ión F(x, y, z) = 0 al 
p l a ñ e ' t a n g e n t e s e r á : 
F ' (x-x ) + F< ( y - y j + F1 ( z - z j = 0 
V ° y ü 0 z 0 ° ' 
c) Rec ta n o r m a l a una s u p e r f i c i e en e l punto (x^, y^, z^) de la m i s m a . 
Si la s u p e r f i c i e t i ene p o r ecuac ión z = z(x, y) la n o r m a l s e r á : 
l idad 
x
"
x o y -y 0 s - 2 0 
z< 
x o 
z' 
yo 
-1 
d i r e c t o r e s de la n o r m a l se c a l c u l a r á n e s t ab lec i endo la 
eos (X coa 0 eos y 1 
3 ' " z ' 
x o yo 
-1 
+ \ 1 + z ' 2 + z'Z 
~ | x o yo 
s u p e r f i c i e t i e n e por ecuac ión F(x , y, z) = 0, la n o r m a l 
x - x 0 y-y 0 z - z 0 
F' 
x o 
F' 
y o 
F ' 
z o 
y s u s cosenos d i r e c t o r e s se c a l c u l a r á n aná logamen te 
coa & _ eos gL eos X- _ 
2 2 2 
F ' +F ' +F« 
x o yo zc 
2. - A r e a de una s u p e r f i c i e . -
P a r a el concep to de á r e a de una s u p e r i f i c e , se podr í a p e n s a r en def in i r_ 
lo como el l í m i t e de l á r e a de una s u p e r f i c i e p o l i é d r i c a i n s c r i t a en la s u p e r f i c i e 
a l t e n d e r a c e r o sus c a r a s ; sin e m b a r g o , al i n t e r v e n i r v a r i a s v a r i a b l e s en dicho 
l í m i t e , pueden s a l i r v a l o r e s de l l í m i t e d i s t i n to s según como t i endan a c e r o l a s -
q a r a s de d icha s u p e r f i c i e , como d e m o s t r ó Schwarz p a r a el c a so de una s u p e r f i -
c i é c i l i n d r i c a . Vamos pue3 a a p l i c a r o t r a def in ic ión . 
A s í p u e s , supongamos que q u e r e m o s c a l c u l a r el á r e a de la po rc ión d e -
s u p e r f i c i e <3 def in ida p o r la func ión z = f(x, y), u n i f o r m e , continua y con d e r i v a -
d a s p a r c i a l e s con t inuas p a r a los v a l o r e s de (x, y) p e r t e n e c i e n t e s al dominio R del 
p lano x y donde se p r o y e c t a la p o r c i ó n de s u p e r f i c i e ú . 
i ü • «A 
rAwj 8 
F U a M 
P a r c e l a m o s a r b i t r a r i a m e n t e el dominio R, en n p a r c e l a s e l e m e n t a l e s 
de á r e a s : 
Au)|» AU)2' • • •» Au> .» • • •» A a)n 
Dent ro de cada p a r c e l a de á r e a Au^, e l e g i m o s un punto a r b i t r a r i o 
y^). a l que c o r r e s p o n d e r á el punto Q. [x^, y . , y^Dde la s u p e r f i c i e . 
En el punto Q , se t r a z a el plano tangente a la s u p e r f i c i e y se p r o y e c t a 
s o b r e é l , en la d i r e c c i ó n de l e je z , la p a r c e l a de á r e a AU).. Se t i ene a s í pues 
s o b r e cada plano tangente una porc ión de l m i s m o que l l a m a r e m o s " e s c a m a " de -
la s u p e r f i c i e y t e n d r á un á r e a de va lo r A <J P o r def in ic ión , se l l a m a á r e a de la 
po rc ión de s u p e r f i c i e c o n s i d e r a d a , a l l ím i t e de la s u m a de l a s á r e a s de d i chas 
e s c a m a s Acf. t cuando los d i á m e t r o s de l a s p a r c e l a s AüK, f o r m e n una s u c e s i ó n 
n u l a . O sea 
A r e a = 0 = l i m Z A <J ^ 
Si l l a m a m o s y a l ángulo que f o r m a e l plano tangente en* Q^ con el pla_ 
no z = 0, se t e n d r á que s e r á el m i s m o que f o r m a n su n o r m a l y el e je OZ, ó s e a 
es e l de la n o r m a l a la s u p e r f i c i e con el e j e OZ que s a b e m o s c a l c u l a r 
eo s y \ i + ( * ' x ) 2 + (»-yy 
P o r s e r Au)
 i la p royecc ión de Af f . , se t e n d r á 
AU K - á a
 i ' eo s y . 
A a 
A Ü Ü J 
i eos y ^ 
A r e a =<y= l i m Z A t f . - = l i m í = Í f cosri JJR COB r 
dxdy 
Si la s u p e r f i c i e c o n s i d e r a d a no f u e r a u n i f o r m e r e s p e c t o de z , p e r o s í -
r e s p e c t o de x ó y, p o d r í a m o s deduc i r o t r a s f ó r m u l a s s i m i l a r e s p royec t ando so -
fere e l p lano y z ó el xz r e s p e c t i v a m e n t e , y se podr í a e s c r i b i r a s í : 
A r e a = 
R ' 
i+(x»y)2+(x' ^ dydz 
A r e a 
R' 
l + ( y ' J 2 + Í T , f dxd» X 7, 
s iendo R1 y R" los domin ios de los p lanos y;-,, ó xz donde s e p r o y e c t a r í a la su. -> 
p e r f i c i e . 
.2» 1. - A r e a de vina s u p e r f i c i e en p a r a m é t r i c a n . -
Si la s u p e r f i c i e v iene dada por sus ecuac iones p a r a m é t r i c a s 
x - x(U, V), y = y(U, V), z = r,(U, V) (1) 
s e puede r e d u c i r a l p r o b l e m a a n t e r i o r , e fec tuando en la i n t e g r a l doble obtenida 
e l c o r r e s p o n d i e n t e cambio de v a r i a b l e y ca lcu lando p r e v i a m e n t e p a r a los v a l o r e s 
(1), la función s u b i n t e g r a l . 
R 
í+(z< ) + (z» ) dxdy 
x 
'Di fe renc iando {1) queda: 
= " 5 u " d u + W 
dv = ,| |j 4. ÍLY_ J y 
a y
 bU ' h V 
P a r a c a l c u l a r i) z , Be supone y = c t e , 
d y = o• = J ü L . d u + l X - d y . dV dU 
b y / b U 
b y / b Y (2) 
bx. 
a ( - á s - , . 
• dx y=cte 
55
 J V T . s T»r 
~ d ü " d u 4 W d V 
d u + - f e - d v 
b Z b z dV 
& u „+ "i! V ¿ dU 
d u bV 
b x 
b u 
b x dV 
b V ' dU 
sus t i tuyendo (2) en (3) queda: 
bz 
b x 
bU dv ' bU / bV  
b5 J ü L 
bU ' bV 
bx 
b u 
_5x_ J'; i 5 y 
5 Y ' &U & Y 
Del m i s m o modo o b t e n d r í a m o s : 
bz 
b v 
6 y 
&U 
b x b y 
b U " b V 
b x 
& V ' b ü 
_ P K y ) / P ( u , V L 
D(x»y) /D(U,¥ ) 
(4) 
6z _ , /D{Xl,Y)_ 
b y = D(x, y) /D(U, V) (5) 
Sust i tuyendo (4) y (5) en la i n t e g r a l doble» e fec tuando en e l l a el c a m b i o 
de v a r i a b l e : 
í x = x(U. V) ) 
i y = y(U»V) i queda: 
A r e a = 
l 
i + r . D ( ^ . L Z D ( U , V ) i 2 . r J S Í a i i ú M H i J Q L ' f . 
D.fej.y). 
D(U, V) . d ü . dV 
R' \ D(U, V) D(U, V) + L D(U, V) J - d U * 
(6; 
s iendo R' e l dominio d e l plano UV c o r r e s p o n d i e n t e a l R . 
E fec tuando o p e r a c i o n e s en (6), p o d r í a m o s t a m b i é n e s c r i b i r la e x p r e s i ó n 
de l á r e a de la s igu ien te f o r m a : 
A = l f G - F dU , dV 
s iendo: 
5 x .2 E = ( 5 u ' * ( - f r r r + (• & Í . V 2 ' b z ,2 b u & U-
G =
 + 
F = 
b Y 
bx 
b U 
2-> 2 • ( l f - ! 2 b V 
5 x _b_X. b y b z ft a 
d V b U ' b V b U ' b ' V 
3 . - Concepto de i n t e g r a l de s u p e r f i c i e , -
Hagamos en p r i m e r lugar unas c o n s i d e r a c i o n e s in tu i t ivas a c e r c a de la -
" o r i e n t a c i ó n " de s u p e r f i c i e s . 
C o n s i d e r e m o s un c a s q u e t e de s u p e r f i c i e . En un punto P de e l la podemos 
f i j a r un sent ido de ro t ac ión medían te un pequeño c ic lo o r i en tado C^ que r o d e e al 
punto P . Si e s e pequeño c ic lo lo m o v e m o s de m a n e r a continua s o b r e la s u p e r f i -
c i é , se puede a s o c i a r a cada punto de la m i s m a un sen t ido de ro t ac ión , s i ocu -
r r e que no pueda l l e g a r s e a ningún punto Q con un c ic lo y con su opues to . En -
t a l c a s o la s u p e r f i c i e se d ice o r i e n t a b l e . 
P a r a cada s u p e r f i c i e o r i en t ab le se puede h a b l a r de sus dos caras , , a s o -
c i a d a s con l a s dos s e m i n o r m a l e e en cada punto. F i j a d a la o r i en t ac ión de l c i c lo 
C^, c o n s i d e r e m o s la s e m i n o r m a l que cont iene el v e c t o r n de sde cuyo e x t r e m o 
se vea r e c o r r e r el c ic lo C^, dejando su i n t e r i o r a la i z q u i e r d a . D i r e m o s que la 
Ca ía asoc iada a e s e vec to r n e s la c a r a pos i t iva , m i e n t r a s que la c a r a a soc iada 
a la o t r a s e m i n o r m a l es la c a r a nega t iva . 
fH 
No todas l a s s u p e r f i c i e s son o r i e n t a b l e s ó de dos c a r a s . El e j e m p l o m á s 
senc i l lo de s u p e r f i c i e no o r i e n t a b l e o de una sola c a r a e s el de la banda de Moe_ 
b i u s , que puede c o n s t r u i r s e con una t i r a de papel r e c t a n g u l a r como la de la figu_ 
r a , uniendo e l punto A con B' y el B con A 1 . 
A 
A® 
B 
®9 
Conviene a d v e r t i r que s i b ien en el eepac io euc l ídeo E^ , coinciden los 
concep tos de " o r i e n t a b i l i d a d " y " b i l a t e r a l i d a d " de s u p e r f i c i e s no o c u r r e lo miíssv 
en o t r o s e s p a c i o s , ¿onde pueden e x i s t i r s u p e r f i c i e s o r i e n t a b l e s , p e r o que tengan 
una sola c a r a . El e s tud io p ro fundo de e s t a s c u e s t i o n e s se h a c e en Topología . 
E l concep to de i n t e g r a l de s u p e r f i c i e que v a m o s a e s t a b l e c e r , se en ten -
d e r á r e f e r i d o a la c a r a pos i t iva de una s u p e r f i c i e de dos l io j a s . 
C o n s i d e r e m o s un c a s q u e t e S de s u p e r f i c i e , que t enga á r e a , def in ido en 
f o r m a p a r a m é t r i c a po r l a s e c u a c i o n e s : 
x = x(u, v) 
y = y(u ,v) 
z = z(u, v) 
(1) 
donde los segundos m i e m b r o s son f u n c i o n e s con t inuas y con d e r i v a d a s p a r c i a l e s 
con t inuas en e l domin io D, de modo que cuando e l punto de c o o r d e n a d a s (u, v)de«^ 
c r i b e e l domin io D, se obt iene e l c a s q u e t e S. 
Si s e d e s c o m p o n e el c a s q u e t e S en p o r c i o n e s m á s p e q u e ñ a s , e s o equival -
d r á a d e s c o m p o n e r e l domin io D, en las p a r t e s h o m o l o g a s . Sean , ú
 ?> - • • > 
G las á r e a s de 
n 
p o r c i o n e s de S. 
C o n s i d e r e m o s una func ión f(x, y, z) cont inua en los puntos de S; r e s u l t a r á 
s e r , t a m b i é n , una func ión cont inua de l punto (u, v) de D. 
Sea M ^ un punto t o m a d o a r b i t r a r i a m e n t e en la p o r c i o n 0 
la s u m a : 
n 
f (M k ) que puede e s c r i b i r s e 
F o r m e m o s 
(2) 
donde 
n 
I Í(M ) 
i k 
A = b ( u , v ) B 
A 2
 + 
MJJLA. 
b (u, v) 
B ¡- G du dv 
C ' = AJ¿1L1£Í b( u .v ) 
POR e l t e o r e m a de la med ia , la i n t eg ra l doble que a p a r e c e en (3) ©s 
igual a. F (u ' , v ' )«.) donde (» es el á r e a de la p a r c e l a d , y F es e l in t eg ran 
do; (u '^ , v '^) e s un punto de d^. Luego (3) puede p o n e r s e : 
z £ ( l v V • F(u .)- « i (4) 
Si f u e r a u ' - u, , v' . k k k v^ la suma (4) t e n d r í a l í m i t e a l t e n d e r a c e r o 
e l ?i>ayor de los d i á m e t r o s de las p a r c e l a s d^, l í m i t e que v a l d r í a 
f(u, v) . F(u, v) . du dv (5) 
D 
V a m o s a v e r que, en todo c a s o , la s u m a (4) . t iene como l ími t e (5), En 
e f ec to sea M® el punto de S que c o r r e s p o n d e a l punto (u' , v' ) de la p a r c e l a 
.dj ; e s c l a r o que M ' ^ p e r t e n e c e junto con M^ a la p o r c i ó n de S de á r e a La 
d i f e r e n c i a 
n n 
2 £ ( M k ) 0 k - Z £(M'k) X CUMjj - í ( M ' k ) 3 a k 
t i ende hac ia c e r o cuando l a s á r e a s t ienden hac ia c e r o , ya que en %-irtüi! da 
la cont inuidad u n i f o r m e de la función £, se cumple jf(M^) - f ( M ' ^ ) | < e en cuan 
to los n ú m e r o s ü s ean s u f i c i e n t e m e n t e pequeños . 1C 
E l l í m i t e de la s u m a (2) ex i s t e , por lo t an to , en l a s cond ic iones indica 
dar» y e s t á dado por la i n t e g r a l (5). Dicho l í m i t e se l l a m a " i n t e g r a r de la func ión 
f(x9 y, a) s o b r e la s u p e r f i c i e S", ó m á s b r e v e m e n t e " i n t e g r a l de s u p e r í t e t e " , y se 
la des igna con la notac ión J J f(x, y, %). d ú . 
Apl icac ión p r á c t i c a . -
Ei cálculo e fec t ivo de las i n t e g r a l e s de s u p e r f i c i e , no s i e m p r e se h a c e 
ut i l izando unas c o o r d e n a d a s cu rv i l í nea s c u a l e s q u i e r a , s ino que e s f r e c u e n t e e m -
p lea r l as p r o p i a s coo rdenadas c a r t e s i a n a s , 
A s í por e j e m p l o , p a r a c a l c u l a r f(x, y, z ) . d<J ex tendida a la c a r a Be 
Ralada con la s e m i n o r m a l n, p r o y e c t e m o s el caoqué te S s o b r e e l p lano coordena 
do x. 'y ( ob ten iéndose el dominio Q. Si la s u p e r f i c i e S viene def in ida por la fun 
clon u n i f o r m e z - ip(x, y), la i n t e g r a l (5) se e s c r i b e ahora I 
' Q 
ya que se ha c o n s i d e r a d o la r e p r e s e n t a c i ó n p a r a m é t r i c a 
x - x 
y = y 
2 = <P (.x, y) 
equiva len te a t o m a r como p a r á m e t r o s u, v l a s c o o r d e n a d a s ca r t e s i ana® x, j . (re 
c u é r d e s e la e x p r e s i ó n de l e l emen to de á r e a en c o o r d e n a d a s curvi l íneas) . 
P r á c t i c a m e n t e lo que h e m o s hecho e s su s t i t u i r z p o r la coo rdenada a 
de la s u p e r f i c i e y dcí po r dx d y / c o s }' . 
S e r á convenien te , sin e m b a r g o , h a c e r a lgunas p r e c i s i o n e s a c e r c a de l s ig 
no de eos y en los d i v e r s o s c a s o s que pueden p r e s e n t a r s e . 
a) . Sea el c a s o de la i n t e g r a l de s u p e r f i c i e J J f(x, y, z)d<J dqnde S e s una 
s u p e r f i c i e ce r r ada» que se puede d e s c o m p o n e r en la po rc ión S^ cuya ecuac ión e s 
z = <p (x, y) y la p o r c i ó n S cuya ecuac ión e s z = <p (x, y) . E s c l a r o que J J ~ 1 i ¿> s 
JJ ••//. 
P e r o según (6), 
£ í [>-, y, t p ^ x . y ) ] jrb\ áj__ eos y Q 
donde eos y es pos i t ivo . 
En cambio s o b r e la .porción. S ? l eos y ee negat ivo; por el lo s© h a b r á de 
s u s t i t u i r dcJ por la e x p r e s i ó n - í e l s igno - se pone:- p a r a c o m p e n s a r ' e | 
s igno - de eos y . P o r el lo resulta , , en r e s u m e n , 
s o 
9 
f C x . y , <P2(*.y)]. - ^ f - (?) 
en tend iéndose que el eos y del minuendo se r e f i e r e a la s u p e r f i c i e S^, y e l eos 
f d e l s u s t r a e n d o se r e f i e r e a S^. /y, 
b) C o n s i d e r e m o s a h o r a el c a s o de la i n t e g r a l de s u p e r f i c i e / 1 f(x, y, z) . 
. dx dy donde S es la m i s m a s u p e r f i c i e del c a so a) . S 
El s igni í icádo de 'es ta i n t e g r a l e s el de j"j" f(x, y, zs). coa y . dtf que , se 
g(m lo dicho en el c a s o a) se debe c a l c u l a r por la f o r m u l a (7), resultando*. 
«Dg. 
I L 
f
 Cx»y< f jíx.y) 3 eos y. 
' 8 
, dx dy 
f Ex» y , ^ 2 ( x , y ) ] eos y . ^ y 
í £ > . y . « p ^ . y ) ] dx dy ~ JJ f C*. Y, 1>
 2(*. Y) 1 dx dy (8) 
G r á f i c a m e n t e , se puede v e r asi": 
donde l iemos l l amado S1 a la c a r a " i n t e r i o r " de l c a sque t e cuya c a r a " e x t e r i o r " ¿4 
es S^. En s ímbo los 
ífs JfsJ(s. íís^ 
* U £ y' dx dy "JJ y' V 2^*' 
í 
_ . . _ ]. d x d y 
Q •" 'Q 
E J E M P L O : 
Ca lcu l a r JJ extendida a la cara exter ior de la superf ic ie e s f é 
5 
r i c a x™+y",-fz™ = r " . 
Según la f ó r m u l a (8) se t e n d r á : 
I J* . íf d x _ s r - ^ - - j j r ~ 2 T T 
a •y r -x - v - M r - x -y 
• á 
ií 2 2 2 r - x - y 
, 2 2 2 donde Q es e l c i r c u l o x + y = r de l plano OXY. 
P a s a n d o a c o o r d e n a d a s p o l a r e s r e s u l t a : 
I L 
q dQ d 10 
»| 2, 2 \ r " Q 
= 2 Í 2% «r-
0 ^ 0 I •• Q2 = 2.2%.( - f ^ i ' o 4 71 r 
4 . - T e o r e m a de S t o k e s . -
C o n s i d e r e m o s la supe r f i c i e un i fo rme a = z(x, y), o r i en t ab l e , y un casque 
t e de el la de. á r e a Cí que es t á l imi tado por una l ínea C que se p royec ta sobre el 
plano xy según o t ra l ínea C sin puntos mú l t i p l e s . 
Supongamos que todos los puntos del ca sque te de á r e a cf p e r t e n e c e n a un 
c i e r t o dominio e s p a c i a l Y, en el que se ha def inido una función X(x, y, z) continua 
y c o n ' d e r i v a d a s p a r c i a l e s cont inuas . Vamos a ca l cu l a r la s iguiente i n t e g r a ! cur -
v i l ínea a lo l a rgo de la l ínea C, 
I X(x, y, z)dx 
Jc 
Los puntos de la l ínea C, v e r i f i c a n ¡B = z(x, y), s iendo (x, y) puntos pe r t e 
néd i en t e s a la l ínea G' p royecc ión d e ' C sobre xy, luego: 
í X(xs y, z)dfac = i X¡x, y, z(x ,y) 3 dx c J e 
Apl icando el t e o r e m a de R iemann queda rá : 
f X . c x , y , s ( : c » y ) ] d x = - Í Í ^ ^ I f ' T f ) - ^ 
Jc' 
Entendiendo que la i n t e g r a l curv i l ínea a lp l a r g o de C e s t á r e c o r r i d a en 
e l sen t ido en que d e j e a l dominio R a su i zqu ie rda p a r a un o b s e r v a d o r s i tuado -
según e l e j e +OZ, y por el lo se ha de r e c o r r e r C en un sent ido ta l que d e j e a 
la i zqu ie rda la c a r a s u p e r i o r p a r a un o b s e r v a d o r s i tuado según la s e m i n o r m a l 
a dicha c a r a . 
P o r o t ro lado, en función de la supe r f i c i e z = z(x, y), s a b e m o s que d <J = 
dxdy dz eos@ . , , , 
-
 C Q g y » Y» ^ = - c o 3 y ' sus t i tuyendo en la i n t eg ra l queda ra , 
X ( * , y . z ) d x = - J J < - £ £ . - ¿ i - S í f i . , . co» y . do =JJ . co» p -
b X . . _ , . . 
- —T . e o s y ). d a (1) b y ' 
Si c o n s i d e r a m o s o t r a s dos func iones Y(x, y, z), Z(x, y, z) que cumplan las 
m i s m a s condic iones exigidas a n t e r i o r m e n t e p a r a X(x, y, z), se podrá poner p e r mu 
tando s i m p l e m e n t e las t e r n a s (x, y, z) y (X, Y, Z), l as f ó r m u l a s : 
J Y ( x , y , z ) . d y = J J ( ~ - c o s y - - ~ - c o s o f ) . d 0 (2) 
Z ( x , y , z ) d z = J J ( - ¿ y c o s o C - - ^ - . c o a p j . d O (3) 
J c JJÚ 
Sumando (1), (2) y (3) queda rá : 
X(x, y, z)dx + Y(x, y, z)dy + Z(x, y, z)dz = 1 C 
- J M f -TT>'• « + ("^f - T f - T 7 ) c o ' r t ' d 0 " 
• ¡ f j - i - • ' - ^ - e ' ^ - - f f ) d , t d y 
E s t a es pues la f ó r m u l a debida a Stokes y p e r m i t e t r a n s f o r m a r la inte -
g r a l cu rv i l ínea de una función extendida a una cu rva c e r r a d a C en la i n t e g r a l de 
s u p e r f i c i e extendida al c a sque t e <J cuyo contorno es C . 
Se ve nuevamen te que la condición p a r a que la i n t e g r a l cu rv i l ínea a lo 
l a r g o de una línea c e r r a d a sea nula es que s e a n igua les l a s d e r i v a d a s c r u z a d a s , 
bY _ b X 5 X _ hZ bY b Z 
bx ~ b y ' b z ~ b x ' bz P b y 
5. E J E M P L O S 
5 . 1 . - H a l l a r el á r e a de la s u p e r f i c i e de l pa r abo lo ide 2z 
r i o r a l cono z = 
2 2 
x + y , que e s exte 
2 
x + y . 
la i n t e r s e c c i ó n de a m b a s s u p e r f i c i e s nos da l a s l í n e a s , 
(z = 0 
z = 2z 
z = 2 
P a r a z = 2, la l ínea e s : 
í 2 . 2 . \ i x + y = 4 1 
I 2 - 2 J 
2 2 En la s u p e r f i c i e 2z = x + y , z ' x = x , z ' y = y 
A = 11 + z ' x 2 + z ' y 2 . dx . dy = 4 
2 2 1 + x + y . dxdy, p a s a n d o a po-
S R 
l a r e s x = Qeos § , y = Q s e n $ , J = Q. 
A = 4 
R> 
1+ Q . Q . d Q . d S = 4 4 d $ | 
2 3 / 2 2 
2 * (5 Í 5 -1) 
5 . 2 . - C a l c u l a r la i n t e g r a l de s u p e r f i c i e J J xy.dcT , ex tend ida a la p a r t e de esfe_ 
2 2 2 2 *" S 
r a x + y + z = R , en la que x > 0, y > 0, z > 0. 
En e s f é r i c a s , la e s f e r a t i ene de e c u a c i o n e s 
x = R sen 0 eos <p 
' y = R s e n § sen <p 
z = R eos «p 
0 
I = 
d<J 
dxdy 
eos y + s ' y
2
 dxdy = dxdy 
xy def xy 
z R coy <í? 
,%¡2 Jl/2 
= R" 
3 , 1 
sen •9-íih- ¡en (p. eos (p dip -
. R s e n t e o s ® . d(pd#= 
R 
5 . 3 . - C a l c u l a r la i n t e g r a l de s u p e r f i c i e 
CI ÍJ 
1 
--- 4-
4- ' 4-1
 b ,4 
3 i?. 
extendida a la s u p e r f i c i e de l p r i m e r ociante de l e l ipso ide "
 2 + + ¡j 
a b " • c 
= 1 
- I * * 
En e l e l ipso ide se t i ene : 
x 
zs" 
; X_ 
2 " :•'< 
- 0 1 a ' 
b ' 
z 
deí l + z 'x + s ' y dx dy 4 2 
a s 
dx dy 
d<3 
2 ?, 
£ , v 
<s 
dxdy 
4 , 4 4 
a b c 
2 2 2 
. . 4 4 
a b c 
rí 
R c I 
x 
2 2 
\ 
X JL 
á 
c 
dx dy = 
4 
= C. dx dy 
R 
i 
i-
r2 VZ 
2
 K2 a b 
pasando a p a r a m é t r i c a s : 
I = C 
l x = a . Q . e o s 
I y - b» Q sen ^ I 
f t t / 2 = abe S dO M2- Sabe 1 - Q 1 - p 
5 . 4 . - Sea S una porc ión de s u p e r f i c i e o r i en tada l im i t ada por una cu rva c e e r a d a 
C, se pide: 
12. - T r a n s f o r m a r en i n t e g r a l cu rv i l ínea la i n t e g r a l de s u p é r f í c i e : 
JI 2 2. 2 2. 1 = 11 jjx(z -y ) co b oí + y(x - z ) c o s p •!• a (y - x )coa }' ] . AS 
2 
29. - C a l c u l a r 1 cuando S es la porc ión de l plano x = i , def in ida por y + 
2 
•+25
 N< 1, y + z >, 0, z - y ;>, 0. 
1 Xd* + Ydy + Z d . = ¡ | « • < " < " 
en n u e s t r o ca so : 
o s ea 
bZ 
by 
b Y 
bss 
2 
= xz 
2 
- xy / bZ b y ' 
2 
xz » 
b Y 
b z 
2 
= xy 
jbX 
b z ' ' b x 
2 
= y* 
2\ 
- yz | . pode - . 
moa h a c e r . 
' b X 
i b z 
2 
y* . 
s z 
d x 
Z 
- y® 
bY 
bx 
bX 
" 5 y 
2 
= zy 
2 
- zx / \ 
bY 
b x 
2 b X 
6 y 
2 
= ex 
X = x yz 
v 2 i - y X E 
2 Z = z xy 
y la i n t e g r a l de s u p e r f i c i e q u e d a r á a s í 
1 = 1 xyz (xdx -!- ydy + zdz) 
Jc 
P a r a la segunda p a r t e , en el c í r c u l o del plano 
oí = 1 
x = 1 ( 0 = 0 
, r = o 
y la i n t e g r a l de s u p e r f i c i e q u e d a r á : 
I = SI (zZ - y 2 ) . d S 
l JL í 
y = Q eos & 
z - q s e n 0 
2 2 2 
Q (sen - e o s # ). Q . D Q . D ® 
371 / 4 
Q3.dQ I ( - e o s 2$ )d$ = 
0 «' n/4 
P o d r í a m o s h a b e r ca lcu lado es t a ú l t ima i n t e g r a l u t i l i zando la cu rv i l í nea 
deducida a n t e r i o r m e n t e y a s í q u e d a r í á : 
1
 = Í = Í + f + í = I l + I 2 + 1 3 
Jr_ Jr_ J r. . Jr. C C ( c í r c u l o ) ^(y=z) C(y--z) 
s o b r e el c í r cu lo : 
f i d o 2 2 2 2 2 
I = 1 xyz(xdx +ydy+zdz) = | xyz . ^ — , s iendo Q = x +y +z 
J c i J C 1 
2 
c o m o Q = c t e . d ( ¡ ' = 0 e 1^ = 0. 
Sobre el s egmen to de y = z . 
1/Í2 
2y 3 dy = | 
J r-, J í 
I 2 = i "   1 2y 3 dy = 1 
2 
Sobre e l s egmen to de y = -z 
| - 2 y 3 d y = " J
 4
 (2
^
3)dy 51
 ~8~ 
C 3 ' ' I T 
1 1 1 
8 8 4 
5 . 5 . - Ca l cu l a r la i n t e g r a l de s u p e r f i c i e 
I = Jf 2 , 2 xz dxdy + x ydxdz + yzdydz . 2 2 2 . 3 / 2 (x +y +z ) 
2 2 2 2 
extendida a la s u p e r f i c i e e s f é r i c a x + y + z = R . 
2 2 2 2 
c o m o x + y + z = R en la e s f e r a , se t e n d r á : 
I = xz dx dy + x ydxdz + yzdydz 
la p r i m e r a y la ú l t ima se anulan em toda la s u p e r f i c i e , m i e n t r a s que la segunda 
se dupl ica en la s e m i e s f e r a s u p e r i o r ; la t r a n s f o r m a m o s en doble en el p r i m e r • 
oc ian te : 
I 
• í r / í 
2 , , 8 
x ydxdz = JI ^ 2 2 . . x -z dx dz 
pasando a p o l a r e s 
' x = R. Q . eos® V 
¡ | J = R . Q 
z = R. q . s en ® ) 
ir/2 1 S* & pí 
. i 
_ 2 2 2 . R Q . e o s ® ^ r 2 ( I - q 2 ) . R 2 . Q. dQ = 
= 8 R 2 I cosZ®d® 4 Q3 »| 1 - Q 2 . 
J 0 
dQ = 4%R 15 

INTEGRALES T R I P L E S 
1. - Concep to de i n t e g r a l t r i p l e . -
A l e s t u d i a r la i n t e g r a l doble en la l ecc ión 5, ya se indicó la p o s i b l e g e -
n e r a l i z a c i ó n de l concep to de i n t e g r a l de R i e m a n n p a r a una r e g i ó n n - d i m e n s i o n a l 
y s e d e s a r r o l l ó p a r a n = 2, ob ten iéndose a s í la i n t e g r a l dob le . 
De m a n e r a aná loga , p a r a n = 3 s e o b t e n d r á la i n t e g r a l t r i p l e , que p o d e -
m o s d e f i n i r como a con t inuac ión se expone . 
C o n s i d e r e m o s la func ión U = f(x, y, a), de f in ida y aco tada en todos los pun 
tos de un c i e r t o domin io e s p a c i a l V, l i m i t a d o por una s u p e r f i c i e c e r r a d a S. 
D i v i d i m o s a r b i t r a r i a m e n t e e l domin io V en d o m i n i o s p a r c i a l e s que llama_ 
r e m o s c e l d a s , r e p r e s e n t a n d o d i chos d o m i n i o s , a s í c o m o sus v o l ú m e n e s p o r : 
AV AV . . . , AV . . . , AV i Z k m 
En cada uno de e s t a s c e l d a s , e l e g i m o s un punto a r b i t r a r i o p^ € AV^. y 
f o r m a m o s la s u m a de los v a l o r e s de la func ión f en cada uno de e s o s p u n t o s , 
po r e l vo lumen de la ce lda c o n s i d e r a d a , l l a m a n d o a e s t a e x p r e s i ó n " s u m a inte 
g r a l " : 
m 
Z £(pk) AV k = f ( P l ) . A V 1 + f ( p 2 ) . AV2 + . . . + 
k= l 
+ f(p ) . AV = S 
m ' m m . 1 
V o l v e m o s a d iv id i r e l domin io V, y c o n s i d e r a m o s e l con jun to f o r m a d o -
po r l a s d i v i s i o n e s an t i guas y l a s n u e v a s , ob t en i endose m ' c e l d a s (m'>, m) , y o t r a 
nueva s u m a i n t e g r a l : 
m> 
I f ( P « k ) . A V k - S 
k=i 2 
R e p e t i m o s n v e c e s e s t e p r o c e s o , ex ig iendo q u e el v o l u m e n de cada c e l 
da t i enda a c e r o , cuando n oo , ob ten iéndoee una s u c e s i ó n de s u m a s i n t e g r a l e s : 
S , S o « , . , S 9 . 
m , m ' m 1 2 n 
D e c i m o s que ex i s te la i n t eg ra l t r i p l e según R iemann de f(x, y, z) en V y 
la r e p r e s e n t a m o s por L, s i dado un n ú m e r o e > 0 y a r b i t r a r i o , se puede encon • 
t r a r un va lo r p, ta l que pa ra n se tenga ¡S - L I < £ , cua lqu i e r a que s e a n 
m 
los puntos p^ e leg idos en cada ce lda . 
E s t e l ím i t e se l l a m a i n t e g r a l t r i p l e de la función f(x, y, z) extendida a l • 
dominio V y se r e p r e s e n t a a s í : 
IIÍ(PMV * ffl n L = ¡ I I f(p). dV = 111 f(x, y, z)dxdydz = l i m Z f(p ). áVfc 
Si l l a m a m o s M y m a los e x t r e m o s s u p e r i o r e i n f e r i o r de la func ión K K 
f(x, y, z) en cada ce lda A V , y f o r m a m o s las s u m a s : K 
n 
l M . AV, = M . AV + . . . + M . áV = S k
 k 1 1 n n n 
S m . AV = m . AV. + . . . + m . AV = 0 
, , k k 1 1 n n n k=l 
como m, í(p, ) < M, , se t e n d r á : k k k 
E m k . AVfcS< H ( p k ) . AVk v< 2 M^ . AVR 
S .< S S ; n = 1, 2, . . . , n , . . . 
n v m n 
n 
Si l as s u c e s i o n e s a s í f o r m a d a s s y S , cumplen la condición de que da-
n n 
do un e > 0 y a r b i t r a r i o , se puede e n c o n t r a r un va lo r p, t a l que p a r a n ^ p , s e 
v e r i f i q u e jS^ - < e , t e n d r á n a m b a s igual l ím i t e que co inc id i r á con el de la 
suces ión S y se t e n d r á p u e s : 
m 
n 
- 1 . 
f(x, y, z). dV < S n 
l im s n = l i m S | [ = l ira X f(P ] k) . áV f c = f f f f(x, y, z ) . d V 
00 (XI 00 1 . .. 
P u e d e o b s e r v a r s e que e s t e concepto es idént ico al de i n t e g r a l doble , sus 
t i tuyendo dominio plano R por dominio e spac i a l V, p a r c e l a por ce lda , a r e a por -
vo lumen e i n t eg ra l doble por i n t e g r a l t r i p l e . 
Del m i s m o m o d o que en la doble p o d r í a m o s d e m o s t r a r que s i la func ión 
f(x, y, z) ea cont inua en el domin io V e s i n t e g r a b l e en é l . A s i m i s m o f (x , y, z) e s -
t a m b i é n i n t e g r a b l e s i e s a c o t a d a con puntos de d i scon t inu idad a i s l a d o s ó s i t u a d o s 
en c u r v a s o s u p e r f i c i e s que puedefa e n c e r r a r s e en d o m i n i o s de v o l u m e n t an peque 
fío c o m o s e q u i e r a . 
2 . - P r o p i e d a d e s de la i n t e g r a l t r i p l e . -
Son l a s m i s m a s que l a s de l a s dob le s y que p o d r e m o s r e s u m i r a con t i -
nuac ión , omi t i endo la d e m o s t r a c i ó n que s e r í a i dén t i ca a l a que s e r e a l i z ó e n l a a 
d o b l e s : 
a) P r o p i e d a d ad i t iva d e l i n t e g r a n d o : 
b) L i n e a l i d a d : 
c) P r o p i e d a d ad i t iva de l domin io de i n t e g r a c i ó n : 
Si e s V = V' + V" , se t i ene : 
d) A c o t a c i ó n 
Si e s f(x, y, z) ^ tp (x, y, z) en V, se t i e n e : 
e) A c o t a c i ó n m o d u l a r 
Si e s | f (x , y, z) | < M en V, se t i e n e 
I f(x, y, z)dV j < M . V Y 
Siendo V el volumen e n c e r r a d o en él dominio . 
•0 T e o r e m a de_la med ia 
Si es f(x, y, z) continua en V, ex i s t e un punto a l menos (xQ , yQ, zQ) € V, 
t a l que: 
SSL f {x ,y j Z )dV = f (x 0 , y 0 , . V V 
s iendo V el volumen e n c e r r a d o en el dominio,, 
3. - Cá lcu lo de vo lúmenes ut i l izando i n t e g r a l e s t r i o l e s . -
Si q u e r e m o s c a l c u l a r el volumen e n c e r r a d o en un dominio e spac i a l V, li_ 
mi t ado por una curva c e r r a d a S, bas t a con que ap l iquemos el concepto de in teg ra l 
t r i p l e a la función II = f(x, y, z) = i» - con lo que queda r í a : 
í'ÍPk) = 1, 
n n 
V = l i m ' 2 f(j> ) . AV =- l inv l AVk 
n oo k - i " " n oo k=l 
p e r o e s e l ími te viene d a d o . p o r la s iguiente i n t eg ra l t r i p l e y se t e n d r á : v
*M v w 
4. - G e n e r a l i z a c i ó n del concepto de i n t e g r a l t r i g l e . -
En la def in ic ión de in t eg ra l t r i p l e , se ha cons ide rado una función f(x, y, z) 
aco tada , en un dominio e s p a c i a l V, l imi tado por una s u p e r f i c i e c e r r a d a S. V a m o s a 
ex tende r la def inic ión de i n t eg ra l t r i p l e pa ra ios c a s o s de func iones no aco tadas 
y de domin ios i l imi t ados . 
Si la función f(x, y, z) se hace infini ta en algún punto A del .dominio V da_ 
do, r o d e a m o s A con un en torno e s f é r i c o E de r ad io e y se ca l cu la la i n t eg ra l 
t r i p l e en el dominio r e s u l t a n t e a l qu i ta r a V dicha es f e r a (V-E) . Si ex i s te el l í -
m i t e de e s t a i n t eg ra l cuando e t iende a c e r o , le l l a m a m o s , por def in ic ión, i n t eg ra l 
t r i p l e de f(x, y, z) en V. 
v*/!/; 
A p l i c a n d o la f ó r m u l a ob ten ida en la p r e g u n t a a n t e r i o r , se t e n d r á : 
J!Lí(w)iv-¡íí f(x, y, z)dxdydz = ] | dxdy 
p R 
i dxdy í. 
z2(x. y) 
f(x, y, z) dz 
y , ( x )
 / . z 2 ( x , y ) Í2 f 2 f dx l dy l f(x, y, z)dz ^(x , y) 
Se p o d r í a n o b t e n e r e x p r e s i o n e s s i m i l a r e s c a m b i a n d o el o r d e n de i n t e g r a -
c i ó n . 
La ecuac ión d e l c o n t o r n o de R, s e puede o b t e n e r e l i m i n a n d o z e n t r e l a 
e c u a c i ó n tp (x, y, z) = 0 y í)<p/d z = 0, lo que equ iva le a e x p r e s a r que e l p lano -
t a n g e n t e a la s u p e r f i c i e S en los puntos de con to rno a p a r e n t e e s p e r p e n d i c u l a r a l 
p l ano z = 0. 
7 . - T e o r e m a de G a u s s ó O s t r o g r a d s k i . -
C o n s i d e r e m o s un d o m i n i o e s p a c i a l V, l i m i t a d o po r una s u p e r f i c i e c e r r a -
da S de ecuac ión <p(x, y, z) = 0, s i endo l a s f u n c i o n e s con t inuas z = z ^ ( x , y ) , z = 
= z 2 ( x , y) l a s dos d e t e r m i n a c i o n e s de z c o r r e s p o n d i e n t e s a cada v a l o r de xy de -
un c i e r t o domin io p lano R, ob ten ido c o m o p r o y e c c i ó n , del domin io V s o b r e e l plano-
x y . 
C o n s i d e r e m o s la f u n c i ó n Z ( x , y , z) cont inua y con d e r i v a d a cont inua r e s p e c 
to d e z en todos los pun tos de V. C o n s i d e r e m o s la i n t e g r a l : 
•Sil j = M I z) v — d x . d y . d z O z 7 
e i n t e g r é m o s l a p r i m e r a m e n t e r e s p e c t o de z 
1 = ] ] J ^ > f " • dy- ^ =|J* d x dV Í " - f f - - d z = j ( j Z Cx, y, z2(x, y) jixdy 
R (x» y) R 
Sí R z O , y, z 1 ( x , y) ] d x . dy 
Si c o n s i d e r a m o s la s e m i n o r m a l e x t e r i o r a la s u p e r f i c i e S y l l a m a m o s y 
el ángulo que dicha r e c t a f o r m a con el e j e -K OZ, eos y s e r á pos i t ivo en z^ y n e -
ga t ivo en z^, y se t e n d r á : 
eos }'. d<J = dx dy 
f f ff I = I | Z [ x , f , z 2 (xy) 13eos y. d (J + 11 Z [ x, y, z'^x, y) ] eos y . d <7 = 
= f j Z [ x , y , z ] . c o s y .dtf ± f f f d Z ( x ^ 7 ' z ) dxdydz (1) 
t/e/g J J J y 
E3ta f ó r m u l a igua la la i n t e g r a l t r i p l e ex tendida a un domin io V con la in 
t e g r a l de s u p e r f i c i e ex tend ida a la c a r a e x t e r i o r S de la s u p e r f i c i e que e n c i e r r a 
e l d o m i n i o V. 
Ds modo s e m e j a n t e o b t e n d r í a m o s l a s r e l a c i o n e s : 
^ . dxdydz = f j Y(xf y , z ) . c o s p .d t f (2) 
J v e / y ./«/g 
f f 
I ^ dxdydz = I j X ( x , y , a ) . c o 8 0C.dff (.3) 
¡je/*/ Y" vv g 
Sumando (1), (2) y (3) s e ob t iene la f ó r m u l a de G a u s s ó de O s t r o g r a d s k i 
g + + dxdydz = J J [X. eosCC +Y co» ¡3 + Z . e o s y 3d(J (4) 
¿ = y) 
Apl i cando la f ó r m u l a obten ida en la p r e g u n t a a n t e r i o r , se t e n d r á : 
=2< 
y) 
f(x, y, z)dV = f(x, y, z)dxdydz dxdy f (x , y, z) dz 
.y 2 (x) 
R 
.¡&2(x.y) 
^ ( x . y ) 
dx dy f(x, y, z)dz 
y , (x) J z (x, y) 
Se p o d r í a n o b t e n e r e x p r e s i o n e s s i m i l a r e s c a m b i a n d o el o r d e n de i n t e g r a -
c ión . 
La ecuac ión d e l con to rno de R, se puede o b t e n e r e l i m i n a n d o z e n t r e la 
e cuac ión <p (x, y, z) = 0 y d < p / d z = 0, lo que equ iva le a e x p r e s a r que e l p lano -
t a n g e n t e a la s u p e r f i c i e S en los puntos de c o n t o r n o a p a r e n t e e s p e r p e n d i c u l a r a l 
p lano z = 0 . 
7 . - T e o r e m a de G a u s s ó O s t r o g r a d s k i . -
C o n s i d e r e m o s un domin io e s p a c i a l V, l i m i t a d o po r una s u p e r f i c i e c e r r a -
da S de ecuac ión (p(x, y, z) = 0, s i endo l a s f u n c i o n e s c o n t i n u a s z = z ^ ( x , y ) , z = 
= Z (x, y) l a s dos d e t e r m i n a c i o n e s de z c o r r e s p o n d i e n t e s a cada v a l o r de xy d e -
un c i e r t o domin io p lano R, ob ten ido c o m o p r o y e c c i ó n de l domi n io V s o b r e e l plano-
x y . 
C o n s i d e r e m o s la f unc ión Z(x, y, z) cont inua y con d e r i v a d a cont inua r e s p e c 
to de z en t o d o s los puntos de V. C o n s i d e r e m o s la i n t e g r a l : 
fff - ^ L
 d x . í r . d . 
V 
e i n t e g r é m o s l a p r i m e r a m e n t e r e s p e c t o de z 
. J J J ^ ^ J Í dxdy p ( X ' y ) - e . d z
 = Í J da = | | Z £x, y. z 2 (x . y) 33xdy 
// R Z [x, y, z 1 ( x , y ) ] d x . d y 
Si c o n s i d e r a m o s la s e m i n o r m a l e x t e r i o r a la s u p e r f i c i e S y l l a m a m o s y 
el ángulo que dicha r e c t a f o r m a con el e je f OZ, eos y s e r á posi t ivo en z^ y ne -
gativo en z^, y se t e n d r á : 
eos y .do = dx dy 
1 =
 j j " Z Cx, y, z2(xy) J c o s y. d Cf 4- JJ" Z [ x, y, z ^ x , y) ] eos y . d = 
S, « " S . 1 ¿ 
= J Z [ x , y , z ] . c o s y . d o i J J j axdydz (1) 
G V 
E s t a f ó r m u l a iguala la i n t e g r a l t r i p l e extendida a un dominio V con la in 
t e g r a l de s u p e r f i c i e extendida a la c a r a e x t e r i o r S de la s u p e r f i c i e que e n c i e r r a 
e l dominio V. 
De modo s e m e j a n t e ob t end r í amos las r e l a c i o n e s : 
-MKXÜEI ^
 d x d y d z = J^ Y(x, y, s) . e o s 0 • da (2) 
j j j ^ M s ^ L
 d x d y d s = J j * x ( * , y , « ) „ c p . o f .dtf (3) 
Sumando (1), (2) y (3) se obt iene la f ó r m u l a de G a u s s ó de O s t r o g r a d s k i 
c o i <* +Y eos £ + z . eos y Ddcí (4) J J " j f f 
E s t a f ó r m u l a es de g r a n i n t e r é s en la t e o r í a de c a m p o s , p o r t r a n s f o r 
m a r una i n t e g r a l de vo lumen en una i n t e g r a l doble s o b r e la s u p e r f i c i e que l i m i t a 
d icho v o l u m e n . 
Como c o n s e c u e n c i a , se deduce que la condic ión n e c e s a r i a y su f i c i en te pa 
r a que una i n t e g r a l de s u p e r f i c i e 
S» R» 
I i | 1 (X costf + Y eos 6 + Z eos y )dtf 
J j s 
extendida a la c a r a e x t e r i o r de una s u p e r f i c i e S 3ea nula , c u a l q u i e r a que sea d i -
cha s u p e r f i c i e , es que s e a nula la func ión s u b i n t e g r a l de la t r i p l e c o r r e s p o n d i e n -
te a e l l a a l a p l i c a r la f ó r m u l a (4) de G a u s a , o sea 
b X 
b x 
bY 
"ó y 
b 
d z = 0 (5) 
4 / f ! 
y 
/ 
y 
De o t r o modo, s u p o n g a m o s una l ínea C y dos s u p e r f i c i e s S^ y S^ uni for -
m e s y con t inuas que p a s a n po r C y t ienen de ecuac ión z = z^(x, y), z = z ^ x , y) -
r e s p e c t i v a m e n t e . Sobre S^ y S„ s e de f inen dos i n t e g r a l e s de s u p e r f i c i e 
^ = 1 - • (Xdydz
 x
 Ydxdz + Zdxdy) 
S, JJ I 
(Xdydz + Ydxdz + Zdxdy) 
J J S , 
La condic ión p a r a que la i n t e g r a l de s u p e r f i c i e no dependa de l c a s q u e t e , 
s ino só lo d e su c o n t o r n o C, e s que c u a l q u i e r a que s e a n S^ y S^ s e tenga = I^» 
I , = 0, p e r o 1 
" 
lo que impl ica la m i s m a condición (5) a n t e r i o r . 
A la e x p r e s i ó n : 
SC
 x bY bZ 
d x b y 
se le l l a m a d ive rgenc i a de l v e c t o r de componen tes X, Y, Z . 
8. - Cambio de v a r i a b l e s en una i n t e g r a l t r i p l e . -
De a c u e r d o a los r a z o n a m i e n t o s ya expues tos cuando se es tudió e s t e pro_ 
b l e m a en laa i n t e g r a l e s dob les , supongamos que q u e r e m o s c a l c u l a r J j i í(x, y, 
V 
z)dxdydz 3Íendo la función f(x, y, z) continua en V, es tando dicho dominio l imi t ado 
por una s u p e r f i c i e S c e r r a d a , y q u e r e m o s su s t i t u i r l as v a r i a b l e s x, y, z po r o t r a s 
nuevas u, v, w, r e l a c i o n a d a s con e l l a s med i an t e las ecuac iones de t r a n s f o r m a c i ó n : 
x = x(u, v, w), y = y(u, v, w), z = a(u, v, w) ( i ) 
s iendo e s t a s t r e s func iones u n i f o r m e s , cont inuas y con d e r i v a d a s cont inuas en to_ 
dos los puntos de l dominio V t r a n s f o r m a d o del V med ian te d ichas ecuac iones , c u m 
p l i éndose a d e m á s que l a s e c u a c i o n e s (1) e s t a b l e c e n una c o r r e s p o n d e n c i a b iunívoca 
e n t r a los domin ios Y y V1, 
De igual modo que en l a s i n t e g r a l e s dob les , se puede d e m o s t r a r la s iguien 
te f ó r m u l a : 
f(x, y, z)dxdydí 
J 
f Cx( - , y , VY I. " / l z 
J J J Y r 
dx bx b x 
5 u bv bw 
D(x, y, z) b "v by by 
D(u, v, w) - 5 u b V b w 
bz b Z b z 
b u bv b w 
D(u, v, w) w 
Cuando se t r a t e de c o o r d e n a d a s c i l i n d r i c a s : 
/
 x = Q coa 
y = Qsen # 
a s
 s 
D ( * . v. 
C Ó S ® -Qsen & 0 
sen 9 Qcos # 0 
0 0 1 
A* 
Si son coo rdenadas e s f é r i c a s (f ig. 1) 
x = Q . s e n 5 . eo s 9 
y - q. aen & . sen «P 
a = Q . e o s 9 
D(x, Y. a) 
sen $ eos <¡> 
sen 0 sen «P 
eos % 
- Q sen ® 
F i g . 1 
Q eos # eos <P -Qsen &sen <p 
Qcos ^ sen <P Qsen § eos <P 
- Q sen d 0 
M # 
x » ¡ 
1 
«p \ ; 
F i g . 2 
Si los ángulos los h e m o s tomado como en la F i g . 2, l a s ecuac iones s e r í a n 
x = Q eos $ . eos 
y = Q eos & . aen <P ] y e l jacobiano queda r í a 
z Q sen $ 
D ( x . y , » ) 
D ( 9 , 6 , 4 ) = Q . e o s d 
9 . - F ó r m u l a s de D i r i c h l e t . » 
C o n s i d e r e m o s la función f(x, y, z) - X**"*, y^"* , z* (p ^ 0, q r >0) , 
de la q u e r e m o s h a l l a r su i n t e g r a l t r i p l e en e l domin io V l imitado por las superfi 
X flC V 3
 z V 
e ia s ( -) + H~) + —) ^ 1, x y £ 0 , z ^ 0 . O sea queremos hallar en V 
3. O C 
l&t. siguiéntá i n t e g r a l t r i p l e : 
I = JJJ xP-\ Y*'1, a ' " 1 dx dy dz (1) 
E f e c t u e m o s el c a m b i o de v a r i a b l e 
oc 
( - T - ) = u 
^ ( - f - f - v 
x = a . u 
1 
~oT 
y = b . v " T ~ 
1 
z = c. vTT 
D(x, y, z) _ 
D(u, v, w) 
1
 i a i r -1 
W-u 
0 
o 
b_ 
P 
0 
0 
1 
y • 
- i 
abe i r - 1 "B" - i - y - - l 
_ , u . V " . w ' 
oepr 
La i n t e g r a l (1) q u e d a r á p u e s : 
I = .dudvdw 
e s t a n d o V' l i m i t a d o po r 
I = 
abe 
Oípy 
i»l - u - v 
' d , w f " 1 . 
J 0 
dw 
R e c o r d e m o s que 
Í4 x ^ d - x ) * - 1 dx = fifj^ O 
hac i endo en e l l a x = t / m queda 
. m m _ m 
/ . t , q - l dt 1 | p-1«
 A .q -1 JjL 
- T . ( l - . = 7 — 7 " I t ( m - t ) H dt 
-1 m m p+q-1 1 v ' 
o s e a : 
, m t
t ^ V - t ) * " 1 * = p ( p , q ) - m ^ ' 1 - ^ ^ L
 ( 3 ) 
' 0 
V a m o s a a p l i c a r (3) a l c á l c u l o de (2), c o n s i d e r a n d o m = 1 - u 
a p . b q . c r f A - £ - 1 r 1 ' " v P - ^ C d - u J - v ] r 
1 - 1 - u
 v - f - l 
j _ "• 1
 u « * ¿ u 1 d v : 
Jo Jo T -
^ I . J L . f 1 ^ - « . d M 1 . u ) f + f . H h l ^ l L r
 J , r t f * f • 1 ) 
J0 
(1-u) P ' 1 . du = 
« p y r ! ) 
_
 a
p
.bq.cr n - f - ) . r ( - f - ) r(-£~')-r(-f-+j-+ o 
« P y
 + ¿) " - 9 _ + + 1) 0 y oc 0 y ' 
~ « P r • f ( - f - + 1) 
E s t a f ó r m u l a de D i r i c h l e t es de a p l i c a c i ó n en n u m e r o s a s i n t e g r a l e s m ú l -
t i p l e s , e x t e n d i d a s en e l i n t e r i o r de c i e r t o s d o m i n i o s ( t r i á n g u l o s , e s f e r a s , t e t r a e -
d r o s , e t c ) . 
1 0 . - C e n t r o s de g r a v e d a d . -
E l c á l cu lo d e c e n t r o s de g r a v e d a d , e s un t e m a que e l a l u m n o ha d e s a r r o 
l i ado en o t r a s a s i g n a t u r a s , po r lo que só lo c i t a r e m o s l a s f ó r m u l a s m á s u t i l i z a d a s 
que son un c l a r o e j e m p l o de l a s i n t e g r a l e s mú l t ip l e s e s t u d i a d a s . 
Si t e n e m o s una l ínea en el e spac io de dens idad Q v a r i a b l e , l as coordena-
das de su c . d . g . v ienen d a d a s por l a s r e l a c i o n e s : 
f x . Q . d s í y . Q . d s f z .Q . ds 
J
 c _ Jc _ c 
/
 Q . ds :
 =
 /c Q' ds 1 Zg = J > áS 
c 
s iendo l a s i n t e g r a l e s que a p a r e c e n c u r v i l í n e a s y ds un e l emen to de longitud s o b r e 
d icha l í nea . 
Si e s una s u p e r f i c i e de dens idad Q v a r i a b l e , l a s i n t e g r a l e s s e r á n dobles 
y l a s c o o r d e n a d a s de l c . d . g . s e r á n : 
do 
g
 J J Q • d<* ' 8 J J Q. d <J 8 J J Q. d(J 
Del m i s m o modo p a r a un vo lumen se t e n d r á : 
J J J x . Q . d v J j J y . Q . d v J J J z . Q . d v 
8
 " fíír ' 8 " lSL< dv ' 8 " Í Í L * * 
Si la l ínea , s u p e r f i c i e ó vo lumen son h o m o g é n e a s , s e r á Q cons t an te , y 
se s i m p l i f i c a r á n las f ó r m u l a s a p a r e c i e n d o en el denominador la longitud, á r e a ó 
vo lumen r e s p e c t i v a m e n t e de la f i gu ra c o n s i d e r a d a . 
1 1 . - Momentos de i n e r c i a . -
P o r los m i s m o s mo t ivos que se c i t a ron en la p regun ta a n t e r i o r , v a m o s 
a e s c r i b i r e x c l u s i v a m e n t e l a s f ó r m u l a s que se u t i l i zan . 
Momentos de i n e r c i a de una l ínea con r e s p e c t o a l o s p lanos c o o r d e n a d o s : 
I = I z 2 . d s ; I = y 2 ds ; I =. I z 2 d s 
i " 1 Je 
Momentos de i n e r c i a de una s u p e r f i c i e r e s p e c t o de los p lanos coo rdena 
dos : 
Momentos de i n e r c i a de un vo lumen r e s p e c t o de los p lanos coo rdenados 
•-•!/- •-•Sí 
Momentos de i n e r c i a r e s p e c t o 4© l o s ®Jes coo rdenados 
I s I + I 1 = 1 + I í - 1 + I 
x xa xy y xy yz z x s yx 
Momento de i n e r c i a po la r r e s p e c t o de l o r i g e n 
l n = I + I + I = 4 (I +1 « ) 0 xy xz ya 2 x y v 
12. « E j e m p l o s 
1 2 . 1 . - Sea V el volumen e n c e r r a d o p o r el e l ipso ide 
2 2 2 
J L . 4, + - t . C a l c u l a r : 
a b e 
^ ~ i § ! * dx dy dz a 
- i , ' 
dx 
.áiendo S_ e l á r e a de la e l i p se obtenida a l c o r t a r a l e l ipso ide con el p lano x = cons R 
t an te ; q u e d a r a p u e s 
2 2 2 
-2—
 + . * . s i . 
2 2 2 
b e a 
2 2 
X -f ^ a | y e l á r e a s e r a 
2 x 2 2 x 2 b (4 - c ( i -
a a 
g * b j / l - . c l / l - = TlbC (1 -
a ' " a a 
Luego t e n e m o s : 
I a j j ^ d Y d z = Kbc I 
^ ""-a 
M * „ , I ^ 3 x d x d y da = s b c | x (4 - ) dx = jt a be 
1 2 . 2 . - Vo lumen del so l ide l im i t ado por la e s f e r a q- 2a eos & y el cono $ * cf, 
% 
donde 0 < 0C< - y . D i s c u t i r e l c a so « = tt / 2 . 
V = | i I dxdydss. P a s a m o s a e s f é r i c a s : í 
x - q s e n 0CO8 f 
y - o sen $ s e n t¿> J = —r = o sen ft 
*
 y
 * ' D(Q, <p) y 
D ( x , Y t g I _ 2 
Z Q COS 
,2% .oí _2acos'& 
2 Q. .dQ = V s J j j Ben »d<í> ~ | | a e n l á l | 
Í (¿ 3 3 8a 3 . , 4 7t a
 r 4 . . sen® — - — . eos $ d {•» - — — — — [ C o s <* - i J 0 4 . 
corno' eos ' CC 4 1 c a m b i a m o s e l s igno 
,r 4 7C a 4 ,, V = — j — pL-coe (X ] 
Sí cí®. - r - , = lá f o r m u l a da a l vo lumen dé la e s f e r a» lo que ¡s .3. 
a© t i e n e sen t ido , ya que p a r a « s k/Z•' e l cóhó d e g e n e r a en e l p l a n o « « 0 y e l . 
v o l u m e n l i m i t a d o se h a c e in f in i to . 
1 2 . 3 . - C a l c u l a r la i n t e g r a l t r i p l e : 
p¡[ 2 Z 
I - Í1 .dxdydz 
i U v ' s e n ^ x 
ex tend ida a l v o l u m e n e n c e r r a d o -por ia s u p e r f i c i e 
4y?* + a s 2 = ( x - x ) s e n 2 ' x .(a > 0)' 
( % -x) h a de s e r positivo» luego x v a r í a d® 0 a x . 
L a s s e c c i o n e s ob ten idas a l c o r t a r con a cons t an t e son e l i p s e s de ecuacio 
n e a 4 y 2 + a a ^ = ( w - x ) s e n 2 x . 
2 
-X— 
2 2 (& - x). s en x / 4 ' ( s - x ) a e n x / a 
= 4 a R 
n _ 
I = I ^— j | y 2 * 2 d x d y 
J o s e n 35 « " R 
En la i n t e g r a l doble extendida a R ap l i co la f o r m u l a de Di r i ch le t 
J 1 3 Ó s 
X . f _ f e _ , f , ¿ 2 I - 4 |
 5 — — a — I ( * - * ) . s e n x 
^o 8en 31 Jo 
1 2 . 4 . ~ Ca lcu l a r la i n t e g r a l t r i p l e 
f f f
 2 
1 - J J J (ax+by-fc») dx dy da 
2 2 2 
extendida a l vo lumen x + y + a ^ 1. 
I * j j j J (a3+by+ca)2dsdydr. = j j J {a 2 x 2 +b 2 y 2 +c 2 a 2 +2abxy+2acx»+2bcya)dxdyda 
^ H J * xydv x z d v = / j j " yadv = 0 p o r s « r l a s func iones s u b i n t e g r a l a s i m -
p a r e s en el volumen de i n t e g r a c i ó n . 
JJJ x 2 d v " j l j y^dv a JJJ p o r l a . s i m e t r í a de l domin io v, luego 
l = ( a N - b ' + c 2 ) I I I s dxdydz « 8(a + b % c 2 ) j j j a2<Sv 
JJJ
 v «W y* 
s iendo v* al vo lumen e n c e r r a d o en e l p r i m e r oc tan te . Apl icando a la ú l t ima in te -
g r a l la f ó r m u l a de D i r i c h l e t . 
I = —~r— j r (a 2 +b 2 +c 2 ) 
1 2 . 5 , - C a l c u l a r la i n t e g r a l : 
T 
extendida a todo el e s p a c i o . 
j _ , ¡j
 a dx dy dz 
, 2. 2 2 2.2 (x +y + z + a ) 
C o n s i d e r e m o s p r i m e r o V como el domin io E l imi tado po r una e s f e r a de 
r a d i o R y p o s t e r i o r m e n t e t o m a r e m o s l í m i t e s cuando el r a d i o R t iende a in f in i to . 
I . = dx dy da 1 I I . 2 2 a 2. 2 . 2 J (x +y +z + a ) 
^ x = Q eos ip coa $ 
{ Y ~ Q eos tp sen § j> J = Q2 eos <p 
1 z = Q sen tp 
f R f " / 2 
i ^ mi Hft = a i 2 —do l c o a ^ d ^ . " ^ " I = 8 t ^ do \ eos (p d <p| dft  8 i — T y ^ I C08tp <p. 
1
 Jo . ( M * ' h J o J.0 ^ ^ o 
s £ 4 0 q &
 r 1 R R i 
=
 4
* 1 " ? ~ S T T d Q = - a r c t g -J- - ¿ " T " 0 = 2 7 l ^ T - a r c t S 
j 0 Í Q +a ) Q + a R + a 
I = l i m I , = l i m 271 [ a r c t g 
2 
R R * I .dli-lK O í 1 a a _ ¿ ¿ 
R 0 0 R - e - c o K + a 
1 2 . 6 . - C a l c u l a r 71 (x + y + z) dx dy dz 
2 2 2 
ex tend ido a i vo lumen + ^Z~ + — = * 
a b e 
s i endo n un n u m e r o r e a l p o s i t i v o . 
Se e fec túa el c a m b i o de v a r i a b l e s 
x = au 
y = bv J = abe ; I = abe $ ¡ I (au + bv + c w ) 2 " du dv dw 
z - cw Vr'V Ib 
2 2 2 
V1 e s el vo lumen e n c e r r a d o p o r u " + y" + w i i 
La d i s t a n c i a del punto (u. v, w) a i p lano au + bv + cw = 0 
au + bv cw 
e3 
Luego 
? 2. n J í í 2 n J J J 
= abe i j Q d u d v u w ; i > 
C. ~ " / A 
n -rv t vv ^ 1 
P o r la s i m e t r í a de la e s f e r a queda : 
? 7 2 n $ f j 2n / . i ^ . \ í i i ¡ = aoc (3 T B TC j | / / i j j %v du dv dw 
2 Z 
u + V " + W i 
se ruando ibio a a g f e r í c a 3 
* - i ' 7 
aoc(a + o 
i ' 
cí n| j j 
J J j 
l n
*
Z
 c o s " a 0 aen 0 dQ d * d ' f -
= aoc (a -í- o + 'i 1 d y ¡ 
2n4-2 Q «Q eos 2n 0 jen 0 d 9 ' 
abc(a~* + fa 
, . 2 2 2,-1 
í 4 n abe ía + b + c ] . 
l+ 1 (Zn+ 3) (2a + i) 

1. - G r a d i e n t e . -
C o n s i d e r e m o s la func ión u n i f o r m e , cont inua y d e r i v a b l e en una c i e r t a re_ 
gión de l e s p a c i o , U = U(x, y, z) que nos de f ine p a r a cada punto (x, y, z) de d i cha 
r e g i ó n un n ú m e r o U. A e s t a d i s t r i b u c i ó n se le l l a m a c a m p o e s c a l a r ; l l a m a m o s -
s u p e r f i c i e s de n ive l de l c a m p o a l a s s u p e r f i c i e s U = U(x, y, z) = K, s iendo K cons 
t a n t e . 
Se de f ine c o m o g r a d i e n t e de U a l v e c t o r 
g r a d U = ™ b U . i + b ü r , b U by + b z 
Si d e f i n i m o s e l o p e r a d o r d i f e r e n c i a l nab l a y (ope rado r de Hamil ton) 
K 
b -V= i + b x 
b r , b - r & 
— — j + — K = i -r— + J "T + k — b y J b z dx J by bz 
e l g r a d i e n t e de U lo p o d r e m o s e s c r i b i r en func ión de e s t e o p e r a d o r de la s igu ien 
t e f o r m a : 
g r a d U = V U 
De modo t r i v i a l se pod r í a d e m o s t r a r l a s s i g u i e n t e s p r o p i e d a d e s : 
a) v ( C . U ) = C . V U s iendo c un e s c a l a r i ndepend ien te dé x» y, a . 
b) v(u+v) = y u + y v . 
c) y ( u . v ) = u . y v + v . y u . 
P a r a v e r e l s ign i f i cado g e o m é t r i c o d e l v e c t o r g rad ien te , v a m o s a d a r el 
concep to de d e r i v a d a d i r e c c i o n a l . 
Consideremos una curva C en el espacio y1 dos puntos de el la A(x, y,
 z ) y 
B(x+ fix, y + Ay, z + A z) . Los vectores de posición de A y B serán: 
r = Jc.i~ + y.J + z . k 
r + Ar = (x +Ax) . r+(y+Ay) . r+(z+Az) .k 
Sea (p (x, y, z) una función e s c a l a r , continua y d e r i v a b l e en una c i e r t a re-
gión de l e spac io que con t iene el a r c o de c desde A h a s t a B. 
Def in imos como de r ivada d i r e c c i o n a l de (p (x, y, z) en el punto A, en la di 
r e c c i ó n de l vec to r un i t a r i o T t angente a c en A a la exp res ión : 
dtp 
= l im 
A s -#> 0 
<p(x+Ax, y + Ay, z+Az) - tp(x, y, z) 
A s 
siendo As la longitud del a r c o de c de A a B. 
El vector unitario T tangente a C en un punto cua lqu i e r a A es: 
T = = - É 2 L . J + - á i - . T + i l ü - . k ds ds ds ds 
por otro lado: 
dtp b<p dx . íkp dy , btp óz ——r~ -
— ^ - T - + N .-J—=grad<p.T Ox ds by ds o z ds ds 
o sea 
b s 
:ytp. T = jv (pj. T . eos # = jv (p | . cos$. (1) 
j T | = í y Hiendo $ el ángulo que f o r m a n el vec tor g r a d i e n t e yip y el vec to r uni -
t a r i o T tangente a la c u r v a C. 
b<p 
Como -1 < c o s í .< 1, —:— a lcanza su va lor m á x i m o cuando # - 0, o sea 
_
 s s
 ds 
cuando T y t ienen la m i s m a d i r ecc ión , 
(-*£-> . = IV«PI 
o 8 max 
(2) 
Luego el g r a d i e n t e es la de r ivada máxima» 
P a r a v e r la d i r e c c i ó n del vec to r g rad ien te , c a l c u l e m o s un vec to r un i ta r io 
n o r m a l a una s u p e r f i c i e S. Sea la s u p e r f i c i e r e p r e s e n t a d a por : 
x .= x y - y z = z(x.y). ó v e c t o r i a l m e n t e 
r(x, y) = x.i + y.j +z(x.y).k 
Las derivadas parciales representan vectores tangentes a líneas de la 
superficie que pasan por A, así pues derivando respecto de x é y 
_
 b 
r = x + — . k 
x ox 
bz 
r = j + — . k 
y b y 
si la superficie viene en implícitas 
luego: 
( o. 
tp (x,y, z) = 0< b x 
b z 
5 y 
cp 'x 
ip'z 
tp'y 
(p'z 
r = i 
x 
rv = J 
(P'z 
(p'z 
r x E 
x y ip 'z 
<P*y 
= . i . j+k 
<p'z (P'z J -^-(<p'x. i + (p'y. j + ip'z.k) 
j t^ 'z 
el vector unitario normal n será: 
r x r 
x y 
r x r I 
x y1 
tp'x. i -f ip 'y. j -f (p'z . k i 
recordando la expresión del gradiente y <p se observa". 
2 2 2 
<p'x + (p'y + (p'z 
7 (P 
V «P 
, (3), luego el vector V <P es perpendicular a la superficie S defini-
da por <p(x, y, z) = c. 
De (1), (2) y (3), tenemos que: 
= 'V<P. n = | V <P | • | n |. eos 02 = | y 9 | 
Luego resumiendo, el vector gradiente tiene por módulo la derivada de 
tpen la dirección de la normal a la superficie, por dirección la de la normal a 
dicha superficie de nivel y por sentido el de la tp creciente. Es por lo tanto in -
dependiente de la elección de ejes. 
2. - Divergencia de una función vectorial. -
Supongamos tres funciones uniformes, continuas, derivables y con deriva 
bles continuas X(x, y, z), Y(x,y,z), Z(x, y, z), para los valores de (x,y, z) pertene-
cientes a un cierto dominio del espacio R. Estas funciones definirán en cada pun-
to del espacio un vector V de componentes X, Y, Z que llamaremos función vec-
torial o campo vectorial. Multipliquemos escalarmente el vector V por el vector 
simbólico y 
b - b -
i + - T T - 3 + ">TT~ k b x b y b z 
v = x. r + y.y + Z 
v
 = - 1 2 L + + b z b x b y b z 
A este escalar así obtenido le llamamos divergencia del campo vectorial 
V en el punto x, y,z. 
div V =V. V 
El procedimiento seguido no da significado físico matemático alguno al -
concepto de divergencia, sino su forma de cálculo. En otras materias el alumno-
verá mú l t i p l e s interpretaciones f í s i c a s de este importante concepto. 
3. - Ro tac iona l de una función vectorial. -
Con las mismas hipótesis establecidas en el número anterior para la de_fi 
nición de divergencia, multipliquemos ahora vectorialmente el vector simbólico 7 
por el vector V 
V x V 
i 
b 
j 
b 
k 
b 
d x 
X 
b y 
Y 
b z 
Z 
, bz _bY - bX bZ r b Y b X -
= nr~"TS). x+(-t—- --r~). j + (~r— - -r—). k o y b z b z b x b x O y ' 
Al vector así obtenido se le llama rotacional, curl ó torbellino de la fun-
ción ó campo vectorial V en el punto x, y, z. 
ro t V = y x V 
Si el rotacional es idénticamente nulo, las derivadas cruzadas son igua -
les y por lo tanto existe un campo escalar ip potencial de V y recíprocamente, si 
V = grad tp =£>• ro t V - 0. 
A s í pues, la condición n e c e s a r i a y suficiente para que un campo vectorial 
V sea g r a d i e n t e de o t ro e s c a l a r es que ro t V = 0. A los c a m p o s vectoriales con 
potencial se l e s llama irrotacionales. 
4. - Laj^ laciaJm* -
Si m u l t i p l i c a m o s el o p e r a d o r y escalarmentc por sí mismo, se obtiene 
o t r o o p e r a d o r que se l l a m a lap lac iana ó o p e r a d o r de Laplace y se representa así 
A = V y. y -
b x b y b z 
Si se lo a p l i c a m o s a una función e s c a l a r ip (x, y, z) queda: 
A<p 
bZ <p b2 <p_ (p 
z" * 2 * 2~ b x' b y b z 
Dec imos que la función e s c a l a r tp es armónica, cuando es continua, tiene 
derivadas segundas p a r c i a l e s cont inuas y satisface la ecuación de Laplace A<p = 0. 
El o p e r a d o r de Laplace interviene en la ma yo ría de los fenómenos de 
transmisión de energía y son múl t ip l e s l a s aplicaciones en las que aparece. 
5. - Cjj-culacíón de un v e c t o r . -
Ya se definió e s te concepto en la lección 4. Recordemos de nuevo que se 
llama circulación de un campo v e c t o r i a l V a lo largo de una línea C, a la integral 
curvilínea del producto e s c a l a r de V por el vector ds de componentes dx, dy, dz, 
tomado s o b r e dicha línea, o sea 
Circulación de V a lo largo de c = 
í ^ " í V.ds = i X . d x + Y . d y + Z.dz ' c •'c 
6. - Flujo de un vector. . Interpretación v e c t o r i a l del teorema de Stokes. -
Si c o n s i d e r a m o s una s u p e r f i c i e de dos c a r a s y sobre ella un casquete S, 
se define como, f lu jo del vec to r V de componentes X(x, y, z), Y(x, y, z), Z(x, y, z) -
sobre dicho casquete, a la integral de superficie del producto escalar del vector 
V por el vector dcf de módulo el área del elemento dtí y de dirección la de la 
seminormal exterior a dicha superficie. 
V = X . i + Y. j~ + Z. k 
dcf = dydz . i + dxdz. j + dx dy k 
F l u j o de l v e c t o r V s o b r e S = J ^ Y.dtf = ^ f X d y d z + Ydxdz + Zdxdy 
Así pues el flujo es el concepto fisicomatemático que corresponde al de 
xriitigral de s u p e r f i c i e que ya se def in ió . 
Recordemos que el teorema de Stokes decía: 
Sí . bZ bY > , , , . bX bZ . bY bX . + ( " b r - " ^ r ) d x d z + ( " b r - b 7 ) d x d y = 
1 Xdx+Ydy+Zdz 
Jc 
con l a s nuevas de f in i c iones dadas en es t a l ecc ión lo p o d r e m o s e s c r i b i r a s í : 
f f rot V .dtf = J V . dí 6 
f f (7xV).dtf = j V . d e 
y s e p o d r á e n u n c i a r a s í : E l f lu jo de l r o t a c i o n a l de un v e c t o r V s o b r e la c a r a ex-
t e r i o r de un c a s q u e t e de s u p e r f i c i e S, e s igual a la c i r c u l a c i ó n de l v e c t o r V a lo 
l a r g o d e l con to rno c de dicho c a s q u e t e . 
7 . - I n t e r p r e t a c i ó n v e c t o r i a l de l t e o r e m a de G a u s s . -
R e c o r d e m o s e l t e o r e m a de G a u s s que d e c í a 
SSk * - • jjf Xdy dz + Z dx dy + Y dx dz S 
con la o d e f i n i c i o n e s e s t u d i a d a s se e s c r i b i r á : 
(div V). dV = 
R 
ff ... 
•íí -( V. V) .dV = J J V.dcJ R S 
y se p o d r á e n u n c i a r a s í : La i n t e g r a l de la d i v e r g e n c i a de un v e c t o r V en un vo -
l u m e n R es igua l a l f lu jo to t a l de l vec to r V s o b r e la c a r a e x t e r i o r S d e d icho vo 
l u m e n . 
Cuando la d i v e r g e n c i a e s i d é n t i c a m e n t e nu la , t a m b i é n lo e s el f lu jo que 
a t r a v i e s a la c a r a e x t e r i o r de toda s u p e r f i c i e c e r r a d a . O s e a , en toda s u p e r f i c i e 
c e r r a d a son i g u a l e s lo s f l u j o s e n t r a n t e y s a l i e n t e . 
Si V = V<P, se t i ene div V = 7 . V = 7.(7<P) = A<<> 
y e l t e o r e m a de G a u s s queda a s í 
üX^ e,v -01^ 
s iendo btp/bn la d e r i v a d a de tp en la d i r e c c i ó n d e la n o r m a l a la s u p e r f i c i e S en 
cada punto, ya que: 
— — 5 ü) 
V'P. d(J = I Vtp I. cosd- . d(J = .dú 
8. - T e o r e m a s de G r e e n . -
C o n s i d e r e m o s los campos e s c a l a r e s P(x, y, z), Q(x, y, z), y d e f i n a m o s el 
v e c t o r : 
V = p ( v q ) = P ( | f r • f ^ r • . p f r • p . f ^ p f ^ 
' o x o x o y 0 y' o z oz ox ox O y o y 
bP bQ , bZQ , b2Q , 5ZQ 
+ * + P( + ^ + - - ) = VP VQ + P . á Q , apl icando la fó rmula 
o z o z
 v 2 . 2 ' 
o x O y o z 
de Gauss queda: 
(div V). dv = | | | ( V P . VQ + P . A Q)dv = | [P(VQ)].dí (1) 
R J J S 
del mismo m o d o con el vec to r V ' = Q( V P) I (div V').dv = i | | (VQ . VP + Q . AP).dv = R JJJR 
l t'Q(VP) 1 dcí (2) S 
r e s t a n d o e s t a s dos ú l t i m a s igua ldades queda: 
J J J ( P . A Q - Q. AP)dv = J ^ [ P . V q - Q . "VP ] . dú = J J [ P • " f ^ - Q JdÚ 
L a s r e l a c i o n e s (1), (2) y (3) son los t e o r e m a s de Green, que junto con 
los de Stokes y G a u s s se u t i l i zan f r e c u e n t e m e n t e en la t e o r í a de c a m p o s . 
9 . - O p e r a c i o n e s con el operador y . -
Sin d e m o s t r a r , v a m o s a e s c r i b i r a lgunas relaciones ú t i l e s que d e j a m o s 
como e j e r c i c i o su comprobación: 
1) y • (V ^  = A tp , la d ive rgenc ia del gradiente e s la laplaciana. 
2} y:c{ y <p) = 0, si r o t ac iona l del g rad ien te es nulo 
y", (VxV) = 0, la d ive rgenc ia del ro t ac iona l de un v e c t o r ea nula . 
4) y.(<p v ) = t p ( V . v ) + v.:{v"v") 
5) v::(<?V) - ip (y ;c n ip]" V = ¡p ( y x V) - V x 
6} ? . {? , x ~ J - " r í 7 % V.) - V . . ( T V2) 
7} 7 >:{y x v ) - 7 ( 7 , Y; - ¿Y, el ro tac iona l del ro t ac iona l de un vec tor • 
e s - e l g rad ien te de la d ive rgenc ia de l vec to r menos la. l ap l ac i ana . 
10, - O p e r a d o r e s en coordenadas c u r v i l í n e a s . -
En la íaocío.ii l?. se da la definición, de s i s t e m a s de c o o r d e n a d a s c u r v i l í -
neas ortogonal-oj. 
aupon^ara: ds í in ido tal aistema med ian te las e cuac iones : 
s ;;(-:, v., y i y?u, v, %v), s = z(u, v, w) ( i j 
que p e r m i t i r , 'arr .oiou • i d ^ r n i i n a r de m a n e r a única u, v> w en función de 2 v 3. 
Si en (1) s-e do j a r cons tan tes y y w, a l v a r i a r u se obt ienen l a s ecuacio-
n e s p a r a m c t r í c a s ds¡ una curva coordenada , la cu rva u. Aná logamen te se obt ienen 
l a s o t r a s dos c u r ' n s c o o r d e n a d a s . P o r s e r el -sistema or togona l , o c u r r e que la a 
t a n g e n t e s en cada punto P a lar? j:í c u r v a s coo rdenadas que pasan por P iorraar , 
un t r i e d r o t r i r r e c t ángu lo . 
10. i , - í.c longitud en e r . í r - ^ n ^ a a g c u r v i l í n e a s . -
oí la ia --.-•••• ..-..a:-. •': •._•-.--> cun'cr.i:; "" que p a s e por P cuya ecuación vecto-
rial asa 
-V ~> -ir 
donde y, z son func iones ds un c i e r t o p a r á m e t r o , r e c o r d e m o s que el e l emen tos 
de longitud ds, c o o r d e n a d a s c a r t e s i a n a s t i ene por expresión 
2 2 2, 2 ds = dx + dy -i- dz (2) 
Si en (i) ¿ i i í e r c i a r a r •/ susti tuirlo.? fia (2) l as Triones de fe. dv, 
d» r e s u l t a 
2 2 2 2 2 2 2 , „ . 
as = q áu + e dv + e + dw (o) 
Siendo: 
2
 r
 2
 , 
e
 i = + 
b v
 N 2 . b z . 2 
" b f } "
r
 W ' 
bx 
bv 
s2 , ,bx_ 2 » z v 2 
(4) 
por ser 
bx b x . b y b y 
3 a ' 5 v ' bu bv 
5 
b u ' bv 
= 0 etc. en virtud de la ortogonalidad del 
3istema. 
Si aplicamos la expresión (3) al caso de la curva coordenada u, se obtie 
ne ds, = e, du, , . Análogamente da 
JL X ¿u 
e_ dv , , ds = e dw (5) donde hemos lia 
¿ 3 3 
mado ds^ al elemento de longitud de la curva coordenada i_(i = 1 curva u; i = 2 
curva y : í = 3 curva w). 
Los números e. son los factorss de reducción que expresan los cocientes 
entre elementos de longitud sobre las curvas coordenadas y las diferenciales de 
las respectivas coordenadas curvilíneas. Tales números e, varían de un punto a 
otro, es decir son funciones de las coordenadas (x, y, z) del punto P. Se les lia -
m a también unidades de longitud locales. En la figura se ha representado el pa -
ralelepípedo elemental que en coordenadas curvilíneas juega el papel de parale -
lepípedo elemental de aristas dx, dy, dz del sistema cartesiano rectangular, 
10.2.» Expresión de un escalar y de un vector en c o o r d e n a d a s c u r v i l í n e a s . -
Si consideramos una función escalar U(x, y, z) su expresión en el sistema 
curvilíneo se obtiene fácilmente sustituyendo x, y, z por sus valores (1). 
Si consideramos una función vectorial V(x, y, z), y sus componentes según 
los ejes cartesianos se designan por X, Y, Z, se trata de encontrar las compo-
nentes da este vector sobre las tangentes en P a las curvas coordenadas. Se tie-
z 
ne f á c i l m e n t e : 
V^ = X cos(x u) + Y cos(y u) + Z eos (z u) 
V v = X cos(x v) + Y cos(y v) + Z cos(z v) \ (6) 
V = X cos(x w) + Y cos(y w) + Z cos(z w) 
w 
Los v a l o r e s de los diferentes cosenos s e pueden c a l c u l a r as í : s i conside_ 
r a m o s la curva coordenada u el vector tangente tiene por expresión 
bx -f
 + * bz 3 + bu b u b u 
y los cosenos de los ángulos que f o r m a e s t e vec to r con los e j e s coo rdenados se 
obt ienen dividiendo l a s r e s p e c t i v a s componen tes por el módulo que es e^ según -
(4). Luego podemos e s c r i b i r : 
, 1 bx . . 1 5 y , v i bz 
eos xu = . —r— , » cos(yu) - — . , , eos zu = — . v
 ' e, bu w '• e . b u e . bu 1 1 1 
Y aná logamen te 
. , í bx , v i b y /
 s i b/. cosíxv) = . , , eos yv = —— . ~r » . eos av = 
' e„j 0 v ' e 2 V eZ 
, . 1 bx . . . 1 b y , v J L . fez C O S H = ~ ' ~bvT' ' C ° s ( y w ) = 1 7 ' ^ w " C O 0 ( Z W ) = e ' bw 
3 3 «3 
(7) 
1 1 . - E x g r £ s i ó n _ d e l j g r a d ^ -
Como ap l i cac ión c a l c u l e m o s las componen tes en e l s i s t e m a cu rv i l í neo , dei 
vec to r g r a d U. P a r a ello r e c o r d e m o s que la d e r i v a d a d i r e c c i o n a l de 0' según ufoa 
c i e r t a r e c t a e s igual a la p royecc ión del g r a d IT sob re dicha r e c t a ó b ien apl ique-
m o s (6). Según es to se t i ene : 
„ b u ,
 x bu , VJ b u , . bu 1 ' bx J>U .1.. ..by (g rad U) u = coS(xu)+Fycos(yu) + - ^ T cos(zu) = ^ — + ^ 
bJ 1 b z 1 b U 
bz e . b u e. bu 1 1 
y de f o r m a análoga se obt ienen l a s otras dos c o m p o n e n t e s . En r e s u m e n : 
(g tad O) • -Ir (grad"ü) = (gradü) = • (g) l h
 'U 1 .0» W. @ hv w e 3 d w ' 
Si d e s i g n a m o s por i , vectores unitarios tangentes a las t r e s car» 
v a s c o o r d e n a d a s se puede e s c r i b i r : 
í ü u = ^ Z
 + ^ ^ i + C (9) 
° Bj, d a x tí v ¿ 0 a w 3 
y por tanto la exp re s ión simbólica' del operador "nabla" en coordenada^ curvilí -
n e a s es : "" i 
V = A . . + — . i A . , J L bu e7 bv e.3 bw 
(10) 
Así por e j emp lo en coordenadas cilindricas x = r cos<p , y = r sen tp
 s « s
 a
 ss re^ 
su l la : 
2 . . 2 
e 'j ~ eos *j> + s e i i " i p - 1, ~ r ' ( s e a " ip + eos tp ) = t", e ^ = 1. o s ea e^ » 'i, 
'©2 s> r, - 1» con lo cual.: 
b ü ? . 1 bU r» . bU g rad ü = ~ ~ i , +• — , í , i b r í r ó ii) 2 az 3 
De manera similar se ob tendr ía en coordenadas esférica®: 
je. * r cog# sea f , , y = r sen $sen<p ,, z - r eos tp, resulta: 
e » 1 , „ e K r , , e„ = r se», a con lo cual, 
r a) ' # 
ou 7w b u r - - _ b J J p a d U. = -r— i -f —~ i -!- 1 i 
• or r r <s¡ <p q> r s ea f 0 9 0 
12. - 'Divergencia de un v e c t o r en, carviííneas. ™ 
Ü ti l ia a r e m o s el t e o r e m a de O s t r o g r a d s k y - G a u s s aplicado al "paraíeiepípe 
d o " elemental de la .figura, de «na m a n e r a intuitiva pero s .uficiente p a r a nuestro 
propósito. 
La in t eg ra l t r i p l e de la d ive rgenc ia del vec to r V se puede escribir corno 
igual a div V por el volumen e, e» e, du dv dw de l "paralelepípedo" elemento 1 
C a l c u l a r e m o s el f in jo del vec to r s o b r e p a r e j a s de c a p a s opues tas ; aeí 
ejemplo lá diferencia entré el flujo-del vec to r V s o b r e la c a r a ¡ABED y s o b r e la 
cara opues to P C F G es igual a ) du dv dw, y del M i s m o -tinado uo 
te para los otros dos p a r e s de' c a r a s opuestas, luego: 
div V = 1 T-r~f (e_e,V ) + e , V ) + t (®,e-,V ) 
e, e_ e , Oa • Z 3 u' 0 v 3 i v' ow i £ w í 2 3 
Como e j e r c i c i o pueden o b t e n e r s e l a s s igu ien tes expresiones: 
En c o o r d e n a d a s c i l i n d r i c a s 
, V
 t H » ÜV 
div V = c (r V 1 + — + - r - * 
v Or V x o a 
En c o o r d e n a d a s e s f é r i c a s 
M/ 
•-«> i h ? I h I J # 
div V = ~ - _ ( r - ' v ) + : - - ^ - ( v aenf}-!"-
_ ¿ or r r o en. ip ot.p <p r sentp 0 v 
ro t ac iona l en c u r v i l í n e a s . -
La aplicación, del t e o r e m a de Stokes a la. c a r a P C F G nos va. a d a r la 
componente de l vec to r ro t V e.o. la d i r ecc ión de la tangente a la c u r v a u . 
Se t iene en efec to : 
C i r c u l a c i ó n de V a lo l a r g o de P C = V , e„ . dv 
v ¿ 
Id . a lo l a rgo de CF « V . e„ . dw + ,e„.dw)dv u
 w i d v w 3 
. . de FG = - ÍV + ~ (V •. e_, dv)dw 1 t
 v ,6 ' v ¿ 
de G P ~ - V . e , . dw 
w 3 
El f lu jo del ro t ac iona l sob re la. c a r a P C F G vale {rot V) , e ? , e . d v . d w 
luego:
 h 
t,,
 4 ( e y ) - - x ~ ( e , V ) -¡rot Vi = —! - c ~ x i w ow 2 v ' j 
'u ™ ov 3 
Poi* p e r m u t a c i ó n c i r c u l a r podemos e s c r i b i r : 
= ) - -r-íe. V )] 1
» '
 5
 u 0 u. J %v' 
(roí~V) = - ) - ""rrr (e. V )] v
 w e.je:? 11 v o v í u 
Etston reeul.ta.doci ae pueden e s c r i b i r r eun idos de la s iguiente manera: 
rot V 
e i e 2 e 3 
el *t V 2 V 3 
b » b 
bu b V bw 
e V 1 u e_¥ 2 v e„V 3 w 
A s í po r ejemplo, en coo rdenadas c i l i n d r i c a s se obt iene: 
r o t V = 
r 
b 
r i 
z & 
5 r 
¥ 
d<¿> 
V <p 
b z 
¥ 
y en c o o r d e n a d a s e s f é r i c a s r e s u l t a r í a : 
r o t ¥ = 
2 2 
r sen tp 
i r i 
r «p 
b b 
b r b <p 
V r V 
r 9 
r sen tp i^ 
_ b _ 
d-a-
r rwmp V 6 
14. - Expresión de la laplaci.ana en curvilíneas. -
AU 
Si se sus t i tuye en (11) V por g rad U se obtiene»: 
1 d
 / e2e3 bU, , 5 , e 3 e l . S U V , b 
L
 bu * e 
«1*2*3 b u
) +
 bv*' C 2 b V 
C 1 C 2 b U . 
Como ap l icac ión , en c o o r d e n a d a s c i l i n d r i c a s r e s u l t a : 
1 AU = 
r 
En c o o r d e n a d a s e s f é r i c a s : 
A» 1 b , 2 bU., 1 
r x sen<p 
b , a U 1 b Z u b2ü. 
")r b r 1 Z ' J Z \ 2 2 ' 
r b<p b z 
——(sen <p ~z~~) + — ^ 0 tp v b(p ' 2 
r sen <p 
¿ o 
b » 2 
(12) 
(13) 
Todos e s t o s resul tada» s e r á n de ap l icac ión cons tan te en d i v e r s a s m a t e r i a s 
e s p e c i a l m e n t e en la t eo r í a de c a m p o s . 
1 
b 
z 
1 

DIFERENTES TIPOS DE PRIMER ORDEN 
1. - Def in ic iones g e n e r a l e s . -
Se l l a m a ecuac ión d i f e r e n c i a l a toda ecuac ión que r e l ac iona una c i e r t a 
función in.cógnita9 la va r i ab l e o v a r i a b l e s independientes y alguna d e r i v a d a al me-
nos de dicha func ión . Cuando hay una sola v a r i a b l e independiente la ecuación s e 
l l a m a o r d i n a r i a , m i e n t r a s que s i hay v a r i a s , se l l ama ecuación en der ivada» p s £ 
c í a l e s . 
O r d e n de una ecuación d i f e r e n c i a l es el m a y o r orden de de r ivac ión de la 
función. <|áe. f i gu re en la ecuac ión . Una e c u a c i ó n - d i f e r e n c i a l o r d i n a r i a de o r d e n a 
s e e s c r i b i r í a asís 
das «ix 
Se l l a m a solución de la ecuación d i f e r e n c i a l ( I ) , a toda función , f s y ( x | d« 
f inida en un dominio I, ta l que pa ra todo va lor de x p e r t enec i en t e a 1 s e tenga 
F O , y ( x ) , y ' (x) , y»(x), . . . y ( n (x) > 0 
A la g r á f i c a de cada solución, se le l l a m a curva i n t e g r a l de la ecuación 
c o n s i d e r a d a . 
En es t a l ecc ión , vamos a e s tud i a r so l amen te ecuac iones d i f e r e n c i a l e s of^ 
d i ñ a r l a s de p r i m e r o rden , o sea de la f o r m a 
F - 0 (2) 
E s t a s ecuac iones , g e o m é t r i c a m e n t e , r e l a c i o n a n en cada punto la a b s c i s a , 
la o rdenada y la pendiente de teda curva i n t eg ra l que r e p r e s e n t e a una «olución 
de la ecuación d i f e r e n c i a l (2), 
Cuando la ecuación d i f e r e n c i a l se escribe con la y' despejada,, o sea de 
la forma 
y = f (* .y) (3> 
d e c i m o s que es t á en la f o r m a n o r m a l . 
El p r o b l e m a que se p lan tea es e n c o n t r a r todas laa c u r v a s c|«e ea t i s fa -
2.- Teoremas de _gxistencia y unicidad de la solución de la ecuación y' = f(x, y).. 
El conjunto délas ecuaciones diferenciales integrables mediante cuadraturas es 
tá sumamente limitado; poí ello tienen gran importancia los métodos aproxima 
dos en la teoría de ecuaciones diferenciales. Actualmente, con el rápido desarro 
lio de la técnica, del cálculo, los métodos de aproximación adquieren un valor su 
perior, siendo a menudo conveniente utilizar dichos métodos aiin en los casos en 
que las ecuaciones se integren mediante cuadraturas. 
Sin embargo, para aplicar cualquier método de integración aproximada de 
la ecuación diferencial, hay que estar seguro ante todo de la existencia de la so-
lución buscada, así como ie .a unicidad de• la misma, ya que cuando no tiene lu-
gar la unicidad, no queda determinada con claridad cuál es la solución que se de 
sea a p r o x i m a r . 
F r e c u e n t e m e n t e , la . demos t rac ión de t e o r e m a s de ex is tenc ia de la solu 
ciórt p roporc iona métodos para la determinación de la solución exacta o ap rox ima 
da . P o r e jemplo , t e o r e m a de ex i s tenc ia y unicidad de la solución que v e r e m o s 
m á s ade lan te , nos d',a los fundamen tos del método de los polígonos de Eu le r pa ra 
la in tegrac ión ap rox imada de ecuac iones d i f e r e n c i a l e s . 
Es t e método cons i s t e en que la curva i n t e g r a l buscada de la ecuación di-
f e r e n c i a l y' = f(x, y),, que pasa por el punto (x^, yQ), se sus t i tuye por una l ínea 
poligonal f o r m a d a por s egmen tos que cumplen la condición de s e r cada uno de 
e l los tangente a la cu.rvá in t eg ra l en uno de sus puntos e x t r e m o s . 
Si q u e r e m o s ha l l a r el valor a p r o x i m a d o de lá so lución buscada y(x) en el 
punto x = b, d iv id imos el segmento [.x , b] , (b > xQ), en n p a r t e s iguales obte 
niendo los puntos de a b s c i s a s x , , x ,..., x' . , x = b; x - x. - h. 1
 0 1 2 n -1 n í + l i 
Si l l a m a m o s y, al Valor ap rox imado de la solución y(x) en cada punto x 1 ' 
y sust i tuimos en c ada intervalo ^ « j j l a c u r v a buscada pos e l segmento de 
ea tangente en el e x t r e m o (n^ y^ cae t e n d r á : 
y4 s y 0 4 h • y V a l e a d o y ' » a V 
Análogamente: 
f z = f a & y ' j ; y»4 » l f » r y ¿ ) 
y 3 « y 2 4 Is y 2 ; y ' 2 -
Si b< ee efectúa ría el mismo c á l cu lo tomando va lo rea de h negat ivos 
Cuando h —«» 0, el polígono de Euler así cons t ru ido , se a p r o x i m a r á a li 
g r á f i c a de la c u r v a i n t eg ra l buscada. A s í pues» el mé todo de E u l e r d a r á un va lo 
cada vea m á s exac to de la solución en e l punto fe, a medida que d i s m i n u y a m o s h 
La d e m o s t r a c i ó n de es ta a f i r m a c i ó n nos conduce al mismo t i empo al s igu ien te te 
r e m a fundamen ta l de ex i s t enc ia y unicidad de la solución de la ecuación diferen « 
c i a l y ' = f(x, y) con la condición in ic ia l y(xQ) = yQ , b a j o condic iones suf ic ientes 
muy a m p l i a s ex ig idas a la función £(x, y). 
2 . i . - T e o r e m a de existencia^jr^ gnieidgjl_de la_ so luc ión . -
Dada la ecuación diferencial f ! « i(x, y), s i se cun^plen las s iguientes -
condic iones : ' 
a) La func ión f(x, y) ee continua en el r ec t ángu lo R: 
* 0 "
 a
 í * 4 « 0 -5" a ; ? Q - b $ y $ yQ 4- b 
b) La función f(x, y) e s l ipsch ic iána en R respecto de y , ó s ea sat is fac 
l a s condic iones de L i p s c h i t s , lo que quiere dec ir que , ex i s te un número posit ivo 
K, llamado constante de Lipschits, t a l que para todo p a r de puntos de R de «na 
m i s m a vertical (x, y^) , (x, y , ) se tiene: 
• f(«, tJ - f(*. y f ) , 
*2 ' y i 
o lo que- es lo m i s m o 
I *(*, y 2 ) - *<*> y 4 ) K < k | y 2 - y 4 1 
con e s t a s dos h ipó tes i s p a r a f (x ,y) , ' el t e o r e m a dice que existe, una solución úni -
ca y = y(x), x^ - H ^ x ^ x + H de la ecuación d i f e r e n c i a l dada, que s a t i s f ace la 
condición in ic ia l y(x^) = y^, siendo; 
M máx, | £(%, y) j en R 
H < min M ' I< 
An tes de p r o c e d e r a su d e m o s t r a c i ó n , a c l a r e m o s alguna de l a s condic io-
n e s del t e o r e m a . No se puede a f i r m a r que la solución buscada y = y(x), con la 
condición y(x^) = y , e x i s t i r á para, nt - + a, pues la curva in teg ra l y = 
= y(x) puede sa l i r de l r ec tángu lo R. por su» lados s u p e r i o r e i n fe r io r y = y^ jf b 
p a r a c i e r t o va lor x Xí> x o a < x < x + a , i. 0 en 'cuyo caso , si x^ pa ra x> 
> x la solución puede no estar definida (si x , < x^, la solución puede no e s t a r -
definida p a r a x < x
- j ) . Se puede a s e g u r a r que la curva in tegra l y = y (x) no sa le de 
y ¡ 
b f "' 
i : g e * ' i 
«f-
i-a. x 
los l ím i t e s de R cuando x v a r í a en el segmento xfí ~ H^ x + H, s iendo H el 
b 
menor de los n ú m e r o s a y ya que el ' coef ic iente angular de la tangente a la 
curva integral buscada se encuentra en t r e los coe f i c i en t e s a n g u l a r e s tg OC - M y -
tg ¡3= rM de l a s rectas de lá f i g u r a . Si estar» r e c t a s , entre l a s que está la cur -
7 
t- í 
va i n t eg ra l buscada , s a l en de ios límites, del r ec t ángu lo R por sus l ados s u p e r i o r 
o i n f e r i o r y = y + b, l a s a b s c i s a s de los puntos de. co r t e de e s t o s lados s e r á n 
x + A s í pues , la abscisa de l punto de sa l ida de la c u r v a i n t e g r a l del rec •• 0 - M 1 
tángulo R ' e s t a r á comprend ida e n t r e x n - y xA + . 0 M 0 M 
Aunque ee puede d e m o s t r a r la ex i s t enc ia de la solución buscada en el 
s egmen to x Q - H ^ x N<:¡0 + H, siendo H = mín (a, e s m á s senc i l lo d e m o s -
t r a r antea la ex i s t enc ia de la solución en el s egmen to xQ - H ^ x ^ xQ + H, s iendo 
H < mín (a, «—-), 
La condición de L ipsch i í s : 
| f (x .y 2 ) - f ( x , y i ) U < K Sy2 » y 4 l 
Se puede sus t i t u i r por o t ra menos r i g u r o s a , pe ro m á s f ác i l de comprobad 
Y que cons i s t e en la ex is tenc ia de la de r ivada p a r c i a l acotada V (x, y) en R . 
En efec to , s i se t i ene en R: ¡ f^(x, y) | K ap l icando el t e o r e m a de l o s in 
c r e m e n t o s f in i tos , queda: 
l* (* .v 2 ) - í{X íy 4 ) f = | f ' y < * . 5 > l • ¡ y 2 ' y 4 | 
Ya^ 1,4 y , luego (x, p ) o»tá en R y se cumple 
I í ' y ( * . | )l v< K y S í(*. y 2) - Y|) I N< K I y 2 - y j 
Veamos a h o r a la d e m o s t r a c i ó n de ex i s t enc ia y un ic idad . 
La ecuación d i f e r e nc i a l : , , ,
 x 
. y' = f(*. y) 
con la condición in ic ia l y(Xg) - y^, se ve de modo t r i v i a l que puede s u s t i t u i r s e -
por la ecuac ión in t eg ra l co r r e spond i cn to 
y = y 0 + | f (x ,y )dx 
C o n s t r u i m o s la pol igonal de E u l e r y=y (x) pa r t i endo del punto (x , y ) y toman 
H n do h en el s egmen to x ^ x j C x » + H, s iendo n un e n t e r o pos i t ivo . La pol igonal de 
n n 0 0 
E u l e r que pasa por (x 0» Y$) n o puede s a l i r de R p a r a x Q ^ x ^ x Q + H (o b ien 
ya que el coef ic ien te angular de cada segmento de la pol igonal es m e n o r que M en -
va lo r abso lu to . 
D e m o s t r e m o s a h o r a l a s t r e s p r o p o s i c i o n e s s igu ien tes : 
a) La suces ión y = yn(x) es u n i f o r m e m e n t e conve rgen t e . 
b) La función y(x) = l im y (x) e s la solución de la ecuac ión in teg ra l an te r io r . -
c) La solución y(x) de dicha ecuación i n t e g r a l es ún ica . 
P a r a d e m o s t r a r (a), e s c r i b a m o s teniendo en cuenta la def in ic ión de pol i -
gonal de E u l e r , 
y ' n ( * ) = y K ) . P a r a X K ^ X * * K + 1 ' K = o» 1', . . . » n-i 
o t a m b i é n : 
l l a m a m o s : 
j ' J p i : = f(x, yn(x)) + C f ( x K , y K ) - f ( x , y n ( x ) ) ] 
<x) = f ( * K . y K ) ^ f (* ,y n (x ) ) 
C o m o la func ión £{x, y) e s u n i f o r m e m e n t e continua en R: 
j i l n ( x ) j = | f ( x K . y K ) - f ( x . y n ( x ) ) | x< e n 
s i n> K( e ), donde £ — 0 cuando n _p, <*> , ya que { x - x | ^ h y | y . -
^^  íai- «TI 
- y (x) < M . h , s i endo h = — — & > 0, cuando n — «*• . 
n n n n 
In t eg rando la e x p r e s i ó n a n t e r i o r de y» (x) con r e s p e c t o a x, en t r e x y x, 
y r e c o r d a n d o que y (*q) - Yq» queda : 
y n ( x ) = y 0 + J í ( t ' V n ( í ) ) d t + | \ W d t 
*0 * x o 
•donde n puede t o m a r c u a l q u i e r v a l o r e n t e r o pos i t ivo; p a r a un e n t e r o m > 0 s e 'ten, 
d r á : 
í x c 
=
 >'() + ^ W 1 » * + 1 
x o x o 
R e s t a n d o e s t a s dos ú l t i m a s i g u a l d a d e s 
' W * > - *»<*>' I - ' ( t . v n ( t ) )3 dt + 
*
x 0 
-X. «X 
+ n
» + m < t ) d t " )• 
x
o
 1
 *0 
x . x 
| | f ( t . y n + m ( t ) - f ( t . y n ( t ) ) | d t + | K n + m ( t ) | d t , | ¡ n n ( t ) ¡ dt 
x o x o * x o 
si x ^ Xp + H, y teniendo en cuenta la condición de Lipschitz y la aco tac ión 
de Jt| (x)j queda: 
I " K | í d t + ^ a + m + e n ) H 
x o 
y por lo tanto: 
m á X
 l y n f m { x ) - y n W l < K " ™ x í J ^ ^ 1 ^ ^ n + m ^ n ^ 
XoN<xn<X0+H J X ( ) 
de donde: ( e +e ) , H 
' i / \ / \ i n+m n , 
m a X
 „ I ^n+m " y n í x ) ¡ < r ^ H — < 6 
x
 N< x q + H 
p a r a todo e —«> 0 y p a r a un va lor de n su f i c i en temente g rande n> K ^ ( e ) . 
Asi" pues : 
máx | y n + m ( x ) - y j x ) ¡ < e 
p a r a n > K^(e) , o sea , la suces ión de func iones -con t inuas y^(x) e s u n i f o r m e m e n t e 
convergen te en x C^ + 
y j x ) ••-»» y(x) 
s iendo y(x) una función continua en R, 
P a r a d e m o s t r a r (b), t o m e m o s l ími te en la e x p r e s i ó n v i s ta de y , cuando 
n - ; i'- . 
y n W - y 0 + | f ( t , y n ( t ) )d t + | t in( t)dt 
*o x o 
f 
l im I rin(x) 
ti -«• ooj 
l i m y (x) = y + l i m | f(x, y^(x))dx + l im | Tl^(x)dx 
11 00 * n -te 00 i 
\ " X 0 
o lo que eo lo m i s m o : 
,x 
y(x) = y + l im | f(x, y (x))dx -í l i m I r¡ (x)dx 
^ n —oo 1 n . - - « 
f l i  I r¡ ( ) 
n ~»oo I 11 
y x,. k 0 
Como y (x) conve rge u n i f o r m e m e n t e a y(x) y la función f(x, y) e s uni for -
m e m e n t o continua en R, la suces ión 
f(x, y (x)) •—^ f(x, y(x)) 
Ya que: 
J f (x ,y(x)) - f(x, yn(x)) ¡ < e 
siendo, e > 0, s i j y(x) - y ^ x ) j < 8 (8) ; p e r o | y(x) - y (x) | < ó (£) , s i n > K (6(e )) 
p a r a todo x ta l que x .< x.< x„ + H. 1
 0V 0 
A s í pues , j f (x , y(x)) - f(x, y ( x ) ) | < e , p a r a n> K (ó (e)) , donde K , no -
n 1 1 
depende de x. 
' P o r la conve rgen t e u n i f o r m e de la suces ión f(x, y (x)) a f(x, y(x)) se pue 
de p e r m u t a r el t o m a r l í m i t e s con el s ímbolo i n t e g r a l , y r e c o r d a n d o a d e m á s que 
I T¡ (x) | < e , donde 6 — 0 cuando n —> oo , queda: 
' nv 1 n ' n ^ 
Íx f(x, y(x))dx 
X0 
Así p u e s , y(x) s a t i s f a c e a la ecuación i n t e g r a l que c o r r e s p o n d í a a la ecua 
ción d i f e r e n c i a l . 
P a r a d e m o s t r a r (c), supongamos que la ecuac ión d i f e r e n c i a l a d m i t e dos 
so luc iones d i s t i n t a s y^ (x) é y^(x). Se t end rá 
m á x | y (x) -
 y , ( x ) | 0 
X
0 V < X A < X 0 + " 
E s c r i b a m o s las iden t idades : 
Y^x) y 0 + i f(x, y i ( x ) ) d x 
x o 
y , ( x ) ; y() + I f(x, y 1(x))dx 
x o 
r e s t á n d o l a s se obt iene: 
- y2(x) = J Cf(x, y1(x)) - f(x, y2(x))3 dx y por lo tanto 
. 3£ 
máx | Y,(x)-y (x)| = máx I Cf(x, y (x)) - f(x, y (x)) ] dx 
x0%<xs<x0 + H x0,<xN<x0 + H J 
.X Í. |£(x»y (x)) - £(x,y (x)) | dx | 
0 
y aplicando la condición de Lipschitz se obtiene: 
máx | y, (x) - y?(x)|v<K máx | 1 | y (x) - y (x)| dx ¡^  
c
0s<
 + H
 V X « X 0 + H j x 
x< K máx I y1(
x)-y2(x)l- m á x ¡ 1 dx j = 
V < V H X 0 + H 
a K H máx I y4(x) - y2(x) | 
La des igua ldad a.sí obtenida: 
V X « X 0 
m á x f yi (x) - y2(x)| N< K H máx ly^x) - y2(x)| 
X 0 ^ X ^ < X 0 + H x0N< Xn<X0+H 
es c o n t r a d i c t o r i a ai máx | y^ (x) - y2(x) | ^ 0, ya que por la h i p ó t e s i s 
v <
 x
*
x
o + H 
del t e o r e m a H < ~™r~ y de a r r i b a Be deduce que K H ^ i , 
Y.V 
La contradicción cesa únicamente si se cumple: 
máx |y1 (x) - y2(x)| = 0 
xox< x ^<xo + H 
ó sea, si yA(x) = y ?(x) para x¿ xQ + H. 
La existencia de la solución de la ecuación se podría demostrar de otra 
f o r m a , exigiendo la cont inuidad de f(x, y) en R (sin la condición de Lipschitz); s in 
embargo, e s ta condición no es suficiente p a r a demostrar la unidad de la solución. 
La existencia y la unicidad de la solución y = y(x) se han demostrado en 
el intervalo xQ - H ^  x ^  xQ + H. Tomando el punto (xQ + H, y(xQ + H)) como ini'-
cial, se puede repetir el r a z o n a m i e n t o anterior y continuar la solución en un seg 
mentó más de longitud H^, si en un entorno del nuevo punto inicial se cumplen -
las condiciones del teorema de existencia y unicidad de la solución. Repitiendo -
este proceso 'se puede continuar la solución en t odo el semieje x } x^ e incluso -
en tqdo el eje real -o«< x < 00. 
Es.posible que la curva integral no pueda ser continuada debido al acerca 
miento a un punto donde no se cumplan las condiciones del teorema de existencia y -
unicidad de la solución, o a que la curva integral se aproxime a una asíntota vertical. 
Modernamente, los teoremas de existencia y unicidad de las soluciones -
no sólo de ecuaciones diferenciales, sino también de otros tipos de ecuaciones, 
se suelen d e m o s t r a r frecuentemente por el método de los puntos fijos. Uno de los 
teoremas m á s senc i l los sobre puntos fijos es el principio de las transformaciones 
de contracción ó p r inc ip io de Cacciopolli-Banach que dice lo siguiente: 
Si en un espac io métrico completo M está dado un operador A, que satis 
face las s igu ientes condic iones : 
a) El ope rador A transforma los puntos del espacio M en puntos del mis 
mo espacio ; si y €M, se tiene que A Cy3 € M. 
b) El operador A acerca los puntos; ó sea: 
Q (A [y] , A D O )x< oí Q (y, z) 
donde y z son puntos cualesquiera del espacio M; OC < 1 y no depende de la elec 
ción de j y de zj Q(y, z) es la distancia entre los puntos j y z en el espacio M, 
entonces existe un único punto fijo y del espacio M, A Cy 1 - y. Este punto puede 
hallarse por el método de las aproximaciones sucesivas, es decir, y = lim y . 
n 
1 i a r n n —«>- 00 donde y^ = A J^ , n = 1,2, ,„.: el punto y^ se escoge arbitrariamente en el -
espacio. M. 
Recuérdese que un espacio M se llama métrico, si en él está definida una 
función Q (y, z) de un pa r de puntos de dicho espacio que satisface, para puntos a y 
bitrarios y, z y u de éste, las condiciones: 
a) Q (y, z) ^  0 y también si Q (y, y) = 0 y Q(y,z) = 0, se tiene y = z, 
b) o jy , z) =Q(z, y). 
c) q(y, 7.) 4. Q (y, u) + Q (u, z) (desigualdad triangular). La función Q se llama 
distancia en el espacio M. 
Un espacio métrico M se llama completo, si cada sucesión fundamental de -
puntos del espacio M converge en éste. Recuérdese también que la sucesión Yj . Y2< 
v , . . . se llama fundamental si para cada e > 0 existe un número N(c), tal que para n >, 
n 
>,N(e) la distancia o(y ,y Yt para cualquier número entero m>0. 
^ n n+m 
2. 2. - Teorema de existencia y unicidad de la solución de un sistema de ecuacio• 
nes d i f e r e n c i a l e s de primer orden. -
Sea el sistema de ecuaciones diferenciales 
dy. 
y . . y 9 . • • • . y j ; y ; ( x J = y í n» = 2 n) dx r ' M' 2' — n ' i ' o' 7i0' 
o lo que es lo mismo: 
y i • y i 0 + 
f 
I V x , y l , y 2 ' * ' - » y n ) d x ' = 1 . 2 . . . . , n ) 
x o 
y supongamos que en la región R, def inida as í : 
xQ - a ^  x ^  x Q + a; y . 0 - b.N< y. y.Q + b., (i = 1.2 n) 
se cumplen las s igu ien tes condic iones : 
a) Todas las func iones f.(x, y„, , . ... y ), (i = 1,2 n), son continuas 
' i 1 2 n 
y por lo tanto aco tadas en R: jf^¡^ M. 
b) Todas las func iones f., (i = 1, 2, . . . , n), s a t i s f a c e n la condición de Liga 
chi tz: n 
lfi(x,yl'y2' • ' - ^  " V ^ V V ' ' K" Z 'yi " zil i=l 
En un espac io m é t r i c o completo C, a todo punto le c o r r e s p o n d e una f u n -
ción v e c t o r i a l n-dimensional Y(x) de componentes y (x), y^(x), . . . , y^(x), def inida 
en e l segmento x^ - h^ ^  x ^  + h , s iendo h^^min(a, b^/M, . . ., b^/M.). 
La d i s t anc ia en el e spac io C se def ine a s í : 
n 
QÍYto, 2(x)) = I máx | y. - z.f 
i=l 
s iendo z,, z ,. . ., z l a s coo rdenadas de la función vec to r i a l Z(x). E s t a def in ic ión 1 2 n 
de d i s tanc ia nos p e r m i t e dec i r que el conjunto C de func iones v e c t o r i a l e s n-dimen 
s iones Y(x) es un e spac io m é t r i c o comple to . El o p e r a d o r A se def ine por la est: -
p r e s i ó n : 
A [ Y ] = C y 1 0 + j f 1 ( x - y 1 . y 2 Yn)d*. y 2 0 +J f ^ y ^ , . . . y j d x , y n 0 + 
x o x o 
+ J f n ( x » y l t y 2 , . . . ( y n ) d x ) 
x o 
El punto A [Y] pertenece al e spac io C, ya que todas sus coordenadas son 
func iones cont inuas en R, s i l a s coordenadas de la función vec to r i a l Y p e r t e n e c e n 
a R. 
En efec to : 
j | í ^ . y r y 2 yn)d*k< m | dx |
 v< M.hQS<b. 
4 0 J x 0 
y por lo tanto: 
1 y¿ - y i 0 ! >< b i 
También se cumple la segunda condición del p r inc ip io de las t r a n s f o r m a -
c iones de con t racc ión : 
Íx Cfi(x,y1,y2 yn) - f.(x, z ^ z ^ . . ., zjjdx |x< 
x 0 
^ £ máx 
i = l 
x o 
51 V x > y i - y z y n ) - y x » v z 2 ir 
n n n f 
I | y. - z. | dx | ¿ K. I máx |y.-z. | I máx | 1 dxj = 
i=l 1 1 i=l 1 1 i=l J 
x J x„ 0 0 
- K. n. h^ . Q ( Y, Z ) 
Oí 
Si e l eg imos un ' h ^ ' 0 < of < 1, ó K . n . h ^ c f < 1, se cumple 
la segunda condición de l p r inc ip io de las t r a n s f o r m a c i o n e s de con t r acc ión , y por 
lo tanto ex i s te un punto fijo Y único, que se puede hallar por el método de l a s -
a p r o x i m a c i o n e s s u c e s i v a s . P e r o , por def in ic ión del o p e r a d o r A, la condición Y = .. 
- y^ CY3 equiva le a l a s identidades 
f y. = y . 0 + l í . (x, Y l , y2> . . . , y j d x , (i = 1 , 2 n) 
x o 1 • 
siendo y , (i = 1, 2, . . . , n) l as c o o r d e n a d a s de la función vectorial Y , o sea Y e s í 
la so lución única del s i s t e m a inicial. 
A cont inuación se es tud ian los principales casos pa rticula res de ecua 
c iones d i f e r e n c i a l e s de p r i m e r o rden . 
3. - Ecuaciones de variables separadas. -
Se llaman así a las ecuaciones de la forma 
P(x). dx = Q(y) dy 
en donde P(x) es func ión sólo de x» y Q(y) es función sólo de y. 
El haz integral se obtiene calculando la integral indefinida de cada miem 
bro y sumando a uno de los dos miembros una constante de integración C. 
Jp(x) dx =J< ^ p(x) | Q(y).dy + C 
^Ejem£lo_B 
2 2 
a) Integrar x (y+l)dx + y (x-'l)dy = 0 
Se puede poner así 
2 2 
x
 - • JL dx + —T",~ dy = 0 
x-1 y+1 
(x+4+ " ) d x + (y-4 + -^™--)dy=0 
In tegrando queda: 
y x 2 + x + L(x - 1) y 2 - y + L(y + 1) = - y 
>¡f" -!• y2 -!- 2x - 2y + 2L [(x-l)(y-M) ] = C 
rl \r 
h) l ie solver + y eos x - 0 
s e p a r a n d o v a r i a b l e s queda; 
dy . 
—
1
— = - eos x dx 
y 
In tegrando 
-J Ly = - I eos x dx + L C = - s enx+LC 
_ - s e n x 
y = C. e 
4. - Ecuaciones homogéneas. -
Se l l aman as i ' a l as ecuac iones d i f e r e n c i a l e s que pueden e x p r e s a r s e en la 
f o r m a : 
= (4) dx x 
o sea no se alteran al sustituir x por kx é y por ky, por ser f una función, ho 
mogénea de grado cero de x, y. 
Para resolverlas efectuamos el cambio — = u, o sea y = u.x, y' = 
x 
= u'x + u. 
Sustituyendo y e y' en (4) queda 
x + u = f(u) dx 
du , . 
— . x = f(u) - u dx 
du dx 
f(u) - u x 
ecuación de variables separadas que integrándola nos da 
d u
 Lx + LC J f(u) -u 
Una vez calculada la integral del primer miembro se deshace el cambio 
poniendo u = y/x. 
Ejemplos. 
a) Integrar la ecuación diferencial 
o sea 
(2x.Sh + 3y .Ch - ^ d x - 3x. Ch dv = 0 
x x ' x 
Efectuamos el cambio y = ux, dy = • udx + xdu 
(2x.Sh u + 3ux. Ch u)dx - 3x. Ch u(udx+xdu) = 0 
Dividiendo por x y simplificando queda 
ZShu.dx - 3x Ch u du•= 0 
2<íx ,= 3 d u integrando se obtiene 
x Sh u 
2Lx = 3L Sh u + LC; 
? 3 
x = C.Sh u 
y d e s h a c i e n d o el c a m b i o 
2 _ 3 
x = C . Sh 
x 
2 2 b) R e s o l v e r xdy - ydx = t j x + y dx 
E f e c t u a m o s e l c a m b i o y = ux, dy = xdu + udx 
La ecuac ión queda 
t 2 2 2 
x(xdu + udx) - ux dx = « x +u x dx 
xdu + udx - udx = ^ 
du dx 
1 + u^ dx 
{ 2 x i -fu e i n t e g r a n d o 
L(u+ f j ) = Lx+Lc = L c x 
u + ^ 1+u^ = ex ; l , u 2 = c x - u 
. . 2 2 2 2 , 1+u = c x + u - 2 exu 
2 2 2 2 C & V C 3£ a 
u = — - r — — , deshac iendo el cambio u = — , queda y = — — r — b C K X L C 
2 2 , 
e x 1 
2c 
2 2 ^ , , 
c x -1 c ¿ 1 
y = - = T x - — 
5. - j S c u a c i o n e ^ • -
Se l l a m a n a s í a l a s e cuac iones de la f o r m a 
J X . _
 £ , ax -t- by + c . ( 5 ) 
dx " a ' x + b ' y + c ' ' ' •  
Si c = c1 = 0, queda una ecuac ión homogénea de l as e s t u d i a d a s en e l núr 
m e r o a n t e r i o r . 
ax + by + c = 0 
a'x+ b 'y+ c1 - 0 (6) 
E s t e s i s t e m a r e p r e s e n t a ana l í t i camente dos r e c t a s en el plano y pueden 
suceder los s igu ien tes ca sos : 
a) El s i s t e m a (6) es compat ib le y d e t e r m i n a d o . L a s r e c t a s que lo for . 
man se co r t an en único punto r e a l ( Oí , p ). 
,6) 
E f e c t u a m o s una t r a s l a c i ó n del or igen de coordenadas a dicho punto: 
x = X +oí i d x ^ dX 
y ~ Y + p i dy = dY sus t i tuyendo en 15) queda 
dY aX + bY 
dX v a'(X+oí) +b ' (Y+3) + c ' ' a 'X -Ib'Y ' V 
a + b X 
'   +P )  c ' 
acC + b¡3 + c = 0 
a'oC+ b' 8 + c' = 0 
a ' + b ' Y 
-) ya que : 
X 
por ser (<X,¡3) la solución del sis 
t ema (6), 
A s í pues ha quedado una ecuación homogénea que se r e s o l v e r á como se 
Y 
vio en el n u m e r o a n t e r i o r median te el cambio ——- - u 
Después de r e s o l v e r l a , se d e s h a r á n todos los cambios e fec tuados , osea 
Y _ y - P 
U
 X ~ x -Oí 
se pone: 
b) El s i s t e m a e s • i ncompa t ib le . Las r e c t a s son p a r a l e l a s . Se c u m p l i r á 
la s iguiente re lac ión e n t r e sus coe f i c i en te s 
PRIMER ORDEN. 
Llamando 
K = 
b' 
b ' 
Ka 
b* = Kb 
y la ecuación (5) queda 
dy _ , ax + by + c . 
dx = ( K(ax + by) + c' ' 
Efectuamos el cambio 
ax -f by = u 
a+b dy _ _du_ dx " dx 
Sustituyendo en (7) queda 
1 du a . ,__u+c_. 
b ' dx b ( Ku+c1' 
(?) 
du
 = b C f + f ( u ) 
dx 
que es de variables separadas. 
c) El s i s t e m a es compatible e indeterminado. Las r e c t a s son co inc idén t e s . 
Se cumplirá: 
o sea 
_ A _ 
a 
b' 
b = K 
a* = Ka, b' = Kb, c» = Kc 
Sustituyendo en (5) queda 
a j L -
 f ( *2Ü±Y±J= ) = £ ( i _ ) = K 1 1
 + Kc ' K 1 dx Kax + Kby 
o sea 
dy - K . dx 1 
y. = K . x + c 
E j e m p l o s 
1) ResoljVer la e cuac ión 
( x - y - l ) d x + (4y + x - 1) dy = 0 
Se r e s u e l v e el s i s t e m a : 
x - y - 1 = Q ¡ í oí = 1 
' (3 = 0 
) y se ob t i ene 
( 4 y f x - 1 = 0 ) 
E f e c t u a m o s el c ambio 
^ = X + 1 j dx = d X j 
} ( sus t i t uyendo queda 
Y = Y ) dy = dY 
(X-Y) .dX + (4Y + X)dY = 0 que es- homogénea 
Y = uX; dY = udX -f X. du y nos da 
(1 - u ) .dX +(4Y + 1)(u dX + Xdu) = 0 
dX 4u+l 
——
 + ——~¡ du = 0 
•A ¿ 4u + i 
L.X + L{4 U2 + 1} + —- a r c t g 2u = 
*-' z 
L f X 2 , ( 4 u 2 + 1),J i a r c t g 2u c 
y deshac iendo el cambio : 
L L" 4y ' + (x-1) ] + a r e t g 
x - 1 
2) I n t e g r a r : 
(x-hy)dx + (3x+3y - 4)dy = 0 
Se h a c e el cambio • 
x + y = u 
y - u - x 
dy = du - dx, sus t i tuyendo queda 
(4-2u)dx + (3u - 4)du = 0, derivables s e p a r a d a s 
2dx + 3"~4 du = 0 2 -u 
Integrando y deshaciendo el cambio queda 
2x - 3u - 2L(2 - u) = c 
2x - 3(x+y) - 2L(2-x-y) = c 
-x - 3y -2L(2 - x - y) = c 
6. - Diferenciales totales y factores integrantes. -
Aunque no existe ningún método general para resolver cua lqu ie r ecuación 
arbitraria de primer orden, en algunos casos especiales existen métodos ap l ica -
bles sistemáticamente. Consideremos la ecuación diferencial 
P(x. y)dx + Q(x, y)dy = 0 (8) 
decimos que es diferencial exacta cuando existe una función u(x, y) tal que du(x, y) = 
= 0 y se cumple 
du(x, y) = P(x, y)dx+Q(x, y) . dy 
Pero como 
du = ^ U— dx + ~^-,dy se debe cumplir 
0 x b y 
5 u 
d x 
5 u 
5 y" 
= P 
= Q 
Si l a s funciones P (x , y) y Q(x, y) son t a l e s que cumplen 
el t e o r em a de Schwarz, 
b2 u b2 u 
b x b y byó x •, se tendrá 
bP b Q 
b y b x 
Del m i s m o modo que se obtuvo la función potencial en las integrales cu r 
v i l íneas , c a l c u l a r e m o s u(x, y), 
b u 
— ™ P; u = J Pdx (y) donde tp (y) es una función i n d e t e r m i n a d a que 
depende solo de y que se calcula asi': 
& U
 =
 Q
 - S U dx + cp-(y) b y J b y 
cp-(y) = Q - J-fE- .dx 
<í> (y) = f [Q - J ~~~ dx ] dy y por tanto by 
u(x, v) ~ J Pdx + f [Q - f " ^  y dx 3 dy, y la integral general 
será u(x,y) - c, o sea 
J p . d x + J C Q- J dx ] dy = c 
6.1.- Factor integrante. -
Si la ecuación (8) no es diferencial exacta, pero existe una función p,(x, y), 
tal que multiplicando por ella la ecuación (8), la expresión que se obtiene 
• P(x, y). fj. (x, y)dx + Q(x, y). p(x, y)dy = 0 (9) 
es diferencial exacta, podremos aplicar a (9) lo anteriormente expuesto. 
Se l lama "factor integrante" de la ecuación (8) a todas las funciones (i(x,y), 
que cumplan dicha condición. 
La ex is tenc ia de ¡J. es una consecuencia del teorema de existencia de la. 
integral. Por cada punto del plano y dentro del dominio de existencia de solucio 
nes^ debe p a s a r una sola curva del haz integral, lo que equivale a decir que la -
constante c es una función del punto (x, y) , o sea . 
c - tp(x, y), luego 
bip 6 cp ., , - . 
— dx + — dy 0 ecuación que por la unicidad de la solucion debe ser equi -
b x b y M 
valente a 
Pdx i Qdy =0, lo que implica 
bip/bx bq)/b y , . , 
~ p — = q ~ = y) o sea 
= p _ 
5 x 
~ T — ~ Q . U b y r 
P r o b a d a la ex i s t enc ia del f ac to r i n t eg ran te ¡JL, veamos cómo se c a l c u l a . 
Se debe c u m p l i r la condición de s e r igua les l a s de r i vadas c r u z a d a s en la 
ecuación (9), y por lo tanto 
^ . P )
 = M u . Q) 
b y b x 
que d e s a r r o l l a n d o nos da la s iguiente ecuación 
o r
 + p on o + Q o H 
^ ' b v ' b v bx b x ' ' 
La expresión (10) es una ecuación en derivadas p a r c i a l e s , cuyas solucio-
nes nos d a r á n los pos ib l e s factores integrantes p.(x, y). Sin e m b a r g o , su i n t eg ra -
ción r e s u l t a s e r en general m á s complicada que la de la p rop ia ecuación d i f e ren -
cial o r d i n a r i a p ropues t a (8), p e r o n u e s t r o objet ivo no e s hallar las infinitas solu-
c iones que luego v e r e m o s t iene la ecuación (10), ya que con un sólo factor inte -
grante nos b a s t a p a r a r e s o l v e r n u e s t r o p r o b l e m a , por lo que podremos introducir 
condiciones p a r t i c u l a r e s que s impl i f iquen la ecuación (10) y nos p e r m i t a n h a l l a r 
so luciones p a r t i c u l a r e s de la misma. 
V e r e m o s a cont inuación los t ipos más f r e c u e n t e s de f ac to r i n t eg ran te : 
a) Factor integrante dependiente sólo de x 
Supongamos que ex is te un fac to r i n t eg ran t e , solución de (10) de la for 
ma.jj. = ¡x(x); se t e n d r á : 
JLíL.
 = o 5 y 
J L í l
 = _4ii_ 
5 x dx 
sus t i tuyendo en (10) queda 
b P b O , _ du 
—— = u. —;—• + Q . —r— o sea 
o y o x dx 
JlE-, 'dQ 
_dj¿_ _ b y ? 
p. " Q dx 
P a r a que ex is ta es te f ac to r in tegran te , la función ( —- - ) / Q debe 
o y o x 
s e r función sólo de x, in tegrando se obtiene 
í 1 , f) P b Q , , j
 ( - j r y ) . d x Q b y |j. = e 
La ecuación P.p. + Q . p = 0, pa ra el va lo r de p a n t e r i o r , s e r á diféren 
cial exacta y se integrará tal como se indicó anteriormente. 
b) F a c t o r i n t e g r a n t e dependiente sólo de y . 
Sea p. = p(y); se t e n d r á : 
- F - - o O x 
JbiL _ AíL 
d y " dy 
sustituyendo en (10) quedará: 
• P . 
_ÉJd_ 
dy 
5 O 
bx 
b Q 
b p 
o sea 
dy 
P a r a que e x i s t a este f a c t o r in tegran te , la función 
ser función sólo de y. In tegrando se obtendrá: 
f i , 5 0 & P u J T ( — . — )dy 
p = e 
c) F a c t o r i n t e g r a n t e función sólo del producto x, y 
Sea p = p(x.y), hagamos u = x. y, y se tendrá 
5 P ) / P debe 
H- = 
B U 
• y B X du ' bx du 
a n 5 u 
5 y " du ' 5 y - du . X 
sus t i tuyendo en (10) q u e d a r á : 
+ P . - ^ - . x du y 
¡i 
^ b x 
bQ b P 
du 
5 x 
P.x - Q . y du 
o sea 
Para que exista dicho factor integrante, la función ( 
debe s e r func ión só lo u = x. y; i n t eg rando se o b t e n d r á : 
b Q J5 P 
f _ ¿ L * " S ' Y L 
i
 P . x - Q . y 
H = e 
d) Factor-integrante función sólo de x 4 y. 
b Q 
b x - ^ / ( P . x - Q . y ) 
p. 
Sea JJ, = jx(x + y); hagamos u = x + y, y se tendrá: 
H = 
J L i L . . diX b u du 
b x du ' b x du 
b (i día b u d(A 
b y ' du • b y " du 
. 1 = du 
sustituyendo en (10) quedará: 
6 P , _ 
— — + P. 
o y du 
JlL 
* • b x 
bQ 5 P 
b Q
+ Q . - & L du 
= _ 
H 
Deben ser ( 
b: 
P - Q du 
6 Q 
b x 
b P )/(P-Q) función sólo de u = x + y 
Integrando, obtendremos ¡J, 
b Q 
J ^ & J L 
b P 
P -Q du H = e 
Si el factor integrante fuera sólo función de x-y, se habría obtenido co 
b Q 
b x 
b P b Q 
b v b x 
mo condición que - ^ ^ )/(P+Q) fuese función sólo de u = x - y , y el f a c t o r 
integrante sería: 
P - f Q du ji = e 
e) Factor integrante función aólo de y/x. 
Sea ¡J. = P . ( — ) , hacemos u = y se tendrá 
x 
o sea 
b (A _ d¡j, 
du 
b fi _ d}i 
b y du 
Í)P 
by 
b u 
•••&• x 
b u 
b y 
du 
da 
Sustituyendo en (10) queda 
du 
+ P 1 b Q du ' x - " b x 
bQ b P 
. b x " b V 
J P
 + 
X 2 
X 
- Q 
du 
d|j, 
du ' 
2 
b Q b P 
b x " 
— + 
Q.y 
X 2 
X 
La función (-r - ——)/(—— - — • ^ ) d e b e r á depender solo de u = 
o x o y x 2 
x 
= y / x , y el f ac to r in t eg ran te s e r á : 
| ^ * du 
[X = e 
f) F a c t o r i n t eg ran te de l a s ecuac iones h o m o g é n e a s . -
Aunque las ecuac iones homogéneas ya se han es tudiado p r o b e m o s que si 
P dx + Q dy = 0 es una ecuación homogénea , 
i 
u. = ———— "7T- es un f ac to r in t eg ran te de l a s m i s m a s : r
 x P + y Q 
Queda reduc ido a p r o b a r qué 
P Q J A 
T F T T T ^ r 7 T r y " Q d y = 0 
es d i f e r e n c i a l exac ta , O sea 
..A... t — Z — )
 = ( — Q — ) by v xP.+ y Q ' .5 x v x P + y Q ; 
d e s a r r o l l a n d o : 
<=' P ^ o i " f f - r . (x « y - Q ( P + x - | f • y 
( x P + y Q ) 2 (xP + y Q ) 2 
„ 5 P , „ 6 P „ b P
 D b Q 0 b Q , b Q o o v n ^ . .n á Q p — + y Q -,—- - x" P PQ - y P "c— = x P - r — + y Q -c—- -PQ-xU- r~ -yU"T 
y y 0 y O y ' b y O x O X O X bx 
s impl i f i cando 
b P _ b Q „ bQ
 n b P 
v U - y p - r— - x P - T " - xQ ~r~ 
' O y 0 y 0 x O X 
o sea : 
L x b x 1 b y J " L X & x y b y J 
que se v e r i f i c a i dén t i c amen te , toda vez que el t e o r e m a de E u l e r p a r a las funcio 
nes homogéneas e s t a b l e c e que: 
b P b P 
x ~r +. y ~ t = n. P Ox by 
b Q . b Q _ 
+ y ~ — = • n. Q 
b x b y 
Por lo que la igualdad anterior se convierte en una identidad: 
Q(n.p) = P. (n Q) 
- T e o r e m a r e l a t i v o a loe f a c t o r e s i n t e g r a n t e s . -
Vamos a p r o b a r el s iguiente t e o r e m a : 
Si |A , |J-~' s o n dos factores i n t eg ran te s de la ecuación: Pdx + Qdy = 0 -
cuyo cociente no se r educe a una constante» ll|/í'
 2
 =
 ^
 e s
 i n t eg ra l de la ecua -
ción p r o p u e s t a . 
P r o b e m o s que (a^/n^ = C v e r i f i c a la ecuación con lo que quedará probado 
el t e o r e m a : 
Di fe renc iando f ^ / t ^ = C ob tenemos : 
b (A ¡ &M-1 &M-2 b 
d x +
 < T T ~ d x + d y ) = 0 
b )i¿ b¡>1 b |a2 
-
 +
 ~ b j ~ - " b V " ) d y = 0 ( A ) 
P r o b e m o s que esta ecuación es equivalente a P dx + Q dy = 0 (B). 
En efec to , por s e r u, , u f a c t o r e s i n t eg ran t e s ve r i f i can : 
1 Z 
5 P , „ Í! Q . „ h ,ll 
^ s t ~¡' p T T 7 ~ t r + Q b x 
bP „ b»Z 5 Q 
+ P = + Q 1 7 
Mult ipl icando la primera por \x y la segunda por ¡J, se obtiene: 
¿* i. 
b ^ bn2 b fi2 
P . ^ 3 = q [ f J,2 ~ — -
es to equivale a: 
5 i l í b»Z 
1 b y _ 2 b x " 'A 
Q P 
lo cual d e m u e s t r a que l a s ecuac iones (A) y (B) son equ iva len tes . 
E e t e t e o r e m a prueba que conocido un f a c t o r i n t eg ran t e quedan d e t e r m i n a -
dos infinitos de e l los , pues s i conocido JA ponemos , JA = v . t e n e m o s que se -
v e r i f i c a r á : 
p 5 ( V ^ o d ( V ^ • r 6 P 5 0 ^ p _ Q — + V U ( -T ) = 0 O y o x 1 o y b x 
que se r e d u c e a; 
rp J j L . Q 0 
L
 & y bx J 
Si v es constante ya hemos visto que fj. = Cp. es la integral general de 
la ecuación, pero si u = C es una forma de esa integral tenemos que v = F(u) y 
por tanto que: 
- F(u) 
siendo F(u) una función cualquiera de u = u(xy). 
E j e m p l o s 
, 2 2 . . . 1. - I n t e g r a r (x +. y + x)dx + xy dy = 0 
Se tiene — = 2y, — — = y, luego no es diferencial exacta. Sin embar 
oy o x ~ 
go admi te un f ac to r i n t eg ran te func ión sólo de x, ya que 
b-P b Q 
5 y 6 x 2y-y 1 . . 2
 — — - A — = —— y por lo tanto Q. xy x ' y H 
í-¿- d x 
, X . Lx 
p(x) - e = e = x 
Mult ipl icando la ecuación por él | ueda la d i f e r e n c i a l exac ta 
3 2 2 2 (x + xy + x )dx + x y d y = 0 
que in tegrada nos conduce a la s iguiente solución 
„ 4 , 3 . 2 2 3x + 4x +6x y = c 
'í ^ ^ ^ 2 ? 
2 . - I n t e g r a r (2xy**, e^ + 2xy + y ) d x + '{x¿' y e^ - x y ' - 3x)dy = 0. Se t iene : 
_ 3 . . Y
 X 
)y ^ = 8xy e + 2xv e + 6xy + 1 
_ _ . luego no es d i f e r e n c i a l 
5Q . . 4 y 2 . s B 
— = ¿xy e - 2xy -3 ó x 
e x a c t a . 
P e r o admi te .un xactor i n t eg ran t e función de y, ya que 
f 4 5 P bQ - — - dy . . 
-T—- - - r — . J y 4Ly by b x 4 _ 1 
_ —- - ——-
 ; M - e = e = P v 1 4, 
y 
Mult ip l icando la ecuación por é l queda: 
<2**y + + - T ) ^ + - 3 0 
y y y 
que e s diferencial exacta. Integrándola s e obtiene 
2 
2 y . x . x 5S Q T —— + —— s C 
y 3 
y 
7. - Ecuac ión l i nea l . -
Se l laman a s í a las ecuaciones d i ferencia les en las que y « y aan -
de pr imer grado. Pueden expresarse en la forma 
+ X{s). y = 7{:t) {«) 
Satas ecuaciones se encuentran cons tan temen te en g r a n n ú m e r o da ap l ica 
clones y tienen la particularidad de que ea pos ib le dar una so lución completa é a 
ellas .explícitamente. 
V e a m o s d i v e r s o s modos p a r a i n t e g r a r l a : 
a) Primer método. 
Hagamos el cambio y = u, v, siendo u y v funciones da x. 
dy ^ dv du 
dx ~ dx dx 
Sust i tuyendo en (11) ob tenemos 
dv , üu , „ _, . 
u —r— + v —— + A. u. v » F (x) dx dx w 
+ X.«) + tf . = F(x) (12) 
Como u y v están relacionadas exclusivamente por la condición y = u, v, 
t e n e m o s un grado de libertad para su determinación, por lo que podemos agregar 
una condición arbitraria; expresemos , por ejemplo, que el coeficiente de v en (12) 
s e anula, con lo que (12) se descompone en las siguientes ecuaciones 
dx 
~dx 
dv -, . 
- J x d x 
De la primera sale du/u = -X. dx; u = e , sustituyendo este valor 
de u en la segunda se obtiene 
- f x d . 
= F(x), luego 
j X. dx 
dv = F(x). e , dx 
jX.dx 
v = c + J-F(x) . e . dx 
y la solución general de la 'ecuación lineal (11) será: 
- I Xdx „ íx.dx j C J 
y = e [c + F(x) . e , dx ] 
'b) Segundo método. 
Llamemos ecuación incompleta a la que resulta de igualar a cero el pri-
.mer m i e m b r o de (íi), o sea 
- g - + X(x) . y = 0 (13) 
resolviéndola se obtiene 
d * í X - d X 
— = - X.dx ; y = c. e (14) 
y 
P a r a ningún valor constante de c, será (14) la solución genera; de (11), 
pero vamos a suponer que c es una función de x, c = c(x), que determinaremos 
con la condición de ser (14) la solución general de (11). Derivando (14) se obten-
drá: 
- JX. dx - J x.dx 
y' e - c, X. e. 
sustituyendo y' fe y en (11) queda 
• j X.dx - J X.dx - J x.dx 
-c.x.e +c.e . x = F(x) 
- / x.dx 
c'. e = F(x) 
. dx 
c1 = F{x) . s ' e in tegrando 
X. dx j j 
c = K + J F(x). e ' . dx , 
sustituyendo en (14) sale la solución general de (11). 
- J X.dx J-X, dx 
y = e [K + J F(x). e d x ] (15) 
A este método se le llama de variación de constantes, 
c) Tercer método. 
Si se observa la solución general obtenida (15), para cada valor de la -
constante K se tendrá una solución particular de la ecuación (11), así para K - 0 
quedará: . 
- I X.dx • i X.dx 
y^ = e . j F(x) . e . dx 
y la ecuación (4 5) se podrá escribir así 
- J*X, dx 
y = K. e + y^ 
Obsérvese que el primer sumando es la solución general de la ecuación 
incompleta (13), por lo que se podrá decir: 
"Para obtener la solución general de la ecuación completa (li)s bastará 
sumar a la solución general de la ecuación incompleta (13), una solución particu-
lar de la ecuación completa (41)". 
d) Cuarto método. 
Escribamos la ecuación lineal de la siguiente forma 
dy + [X.y-F(x)3 dx = 0 
f Se puede ver que admite un factor integrante dependiente sólo de x, H ~ 
¡X dx 
= e * , que la convierte en diferencial exacta. 
7.4. - Propiedades de la ecuación lineal. -
Viendo la forma de la solución general de la ecuación lineal (45), se ob-
s e r v a que és ta és l ineal en ia cons tan te , pudiéndose e s c r i b i r a s í 
y - K. f(x) + cp (x) (16) 
Para , cada va lo r de K. . se t e n d r á una solución p a r t i c u l a r , por lo que se 
t e n d r á 
p a r a K .=• K^, y_, - K^ . f(x) + tf (>;) j (17) 
p a r a K = K,, . y , • = K , . f ( x ) + <p (x) I (18) L íf ¿ i 
Res tando (16)' y (17) y lue^o (18) y (17) e s c r i b i r e m o s 
y • y 4 = (K - K.t), Í ( X ) 
J 2 ~ y i = (k 2 - K4)„f(x) ^ 
Dividiéndola s queda 
y - y , K - K , 
= K 2 ' K 1 
E l conocimiento de dos i n t e g r a l e s p a r t i c u l a r e s y e y^ da pues la in t eg ra l 
g e n e r a l de la ecuac ión l inea l , sin n eces idad de ninguna c u a d r a t u r a . 
P o r o t r o lado, el coc ien te a n t e r i o r e x p r e s a que la razón simple de las -
o r d e n a d a s de t r e s c u r v a s i n t e g r a l e s ( c o r r e s p o n d i e n t e s l a s t r e s a una misma abs-
cisa) es constante 
(y. vi, y 2 ) = c 
E j e m p l o s . 
I n t e g r a r 
La ecuación incomple ta es 
J x - _
 = x
2 
dx x 
dx x 
r e so lv i éndo la se obt iene 
dy _ dx 
y 
Apl icando va r i ac ión de c o n s t a n t e s 
• Ly = Lx + Le; y = ex y x 
y' = c ' x + c 
sus t i tuyendo en la ecuación queda 
• . ex 2 
c'x + c - — — = x X 
'i 2 I x i. zr c'x = x ; c ' ~ x ; c =
 n
 1
 + K 
y la solución g e n e r a l s e r á 
8. - Ecuación de Bernouilli. 
E s de la f o r m a : 
dividiendo por y 
y = -y- + K.x 
y» 4 X(x). y = F(x). y ¡ 
+ X(x) . = F(K) 
n n - 1 ' 
haciendo el cambio 
~ u; -(n-1).'—^— - u ' ouedn: 
n-i x ' n 
E j e m p l o . 
I n t e g r a r : 
2 dividiendo por y 
se hace el cambio 
n-1 + X(x). u = F(x) que es lineal 
xy' + y = y . Lx 
J ü t l + = Lx 
c y 
= u. JLIL - u®, con lo que queda 
la incomple ta 
-x. u' + u = Lx l inea l 
-xu1 + u = 0, se r e s u e l v e y da 
du dx 
Lu = Lx 4- Le , u = ex , 
aplicando variación de constantes 
u" =" c'x + c, y sustituyendo 
Lx 
-x(c'x + c)+ ex = Lx; c' = - — ~ 
x 
f Lx . —"T—+K = Lx+ — + K J Z x 
dx ,„ i „ , 1 
2 
x 
y la solución será 
u = Lx + 1 + Kx 
deshaciendo el cambio se obtiene 
= Lx + 1 + Kx 
y 
9.- Ecuación de Riccati. 
Es la ecuación 
y' = X(x) + X^(x), y + X2(x).y2 (19) 
Liouville demostró la imposibilidad general de reducirla a cuadraturas. 
Vamos a demostrar que esta reducción es posible si conocernos una solución par_ 
ticular y ^ = y ^ (x) de (19). Se hace el cambio 
y - YA + 71 u 
1. _ 
sustituyendo en (19) 
y' = y 
i u 2 
y . . r — = X + X , . (y„ + ~ ) + X , ( y 4 + — r ) ( 20 ) 
como y ^ es solución particular de (19) se tendrá: 
y ^ - X + X ^ t X ^ 
Desarrollando (20)., teniendo en cuenta la relación anterior, se obtiene 
u'+fX1+2X2.y1)u 4- X 2 = 0 
ecuación lineal en u, que integrada nos da la solución. 
Así pue's el conocimiento' de una solución particular y , reduce la integra 
ción a do.s cuadraturas. 
Si se conocen dos poluciones particulares de (19) y^, e y^, mediante la 
p r i m e r a se r e d u c e a una l inea l que a su vea a d m i t i r á la solución p a r t i c u l a r u^ = 
l / ( y 0 - y ), con lo que su. in tegrac ión se r e d u c i r á pues a una c u a d r a t u r a . En es t e é* & 
c a s o el cambio u s ^ y - y ^ / í y - y ^ h la t r a n s f o r m a en homogénea y queda d u / u » 
"
 X V ( V y 2 ) , d x -
Del m i s m o modo, s i se conocen t r e s so luc iones p a r t i c u l a r e s y^ , y^, y^ 
de (19)» med ian t e y j e l cambio y = y^ + s e r e d u c i r á a la l inea l , de la qu© 
a h o r a se conocen dos so luc iones p a r t i c u l a r e s 
1 ' n r; • • 
R U „ = 
y 2 " y i 
y 3 * y l 
por lo que , como s© vi ó en la l inea l , no e s n e c e s a r i a entonces ninguna cuadra tu -
r a , s iendo su solución 
(u u^ u^) ~ c , o s ea 
V u l " 
S c 
sus t i tuyendo u^ y u^ se obt iene 
1 1 y 2 ' y 
y
"
y i y 2 " y i y " y i 
y 2 " y 3 
y 3 " y l y 2 ~ y l y - y 
y se puede d e c i r por lo tanto que la r azón doble de c u a t r o i n t e g r a l e s p a r t i c u l a r e s 
de R icca t i es cons tan te 
(y. Y4.Y2.y3) = c 
E j e m p l o . 
I n t e g r a r : 
3 2 2 
•y ' ( l - x ) -!• 2x+x y - y = 0 
P o r s e r los coe f i c i en t e s po l inomios , v a m o s a p r o b a r so luc iones p a r t i c u l a 
r e s de l m i s m o t ipo; e n s a y e m o s la s iguiente 
y^ = ax + bx + c 
y '^ = 2ax b 
sus t i tuyendo en la ecuac ión queda 
•o o T» •} 
(2ax+b)(4-x )+2x +. x (ax + b x ' + c) - (ax + bx + c) = 0 
Iden t i f i cando los c o e f i c i e n t e s 
, 2 
a + a = 0 
ab = 0 
c - b ^ - 2 a c = 0 
a + l - b c = 0 
Se obt ienen l a s s i gu i en t e s so luc iones 
a i = b l = C 1 = 1 
a 2 = - l , b 2 = 0, c 2 = 0 
b - c - 0 
a l as que c o r r e s p o n d e n l a s s igu ien te s so luc iones p a r t i c u l a r e s 
,y i = x + 1 
y 2 = " X 
Con la p r i m e r a de e l l a s h a c e m o s el c a m b i o 
1 y = x + 1 + 
y' - i -
sus t i tuyendo en la e c u a c i ó n dada 
( 1 - - — - ) ( ! - X 3 ) + 2 X + X ? " ( X + 1 + — ) - ( x + l + 4 ™ ) 2 = 0 ¿ u 
u 
2 
U
' ¡A 3 \ _L X (1-x ) + 1 2(x-H) _ 
. 2 
u 
= 0 
- u ' ( l - x 3 ) + u x Z - 1 - 2 u(x + 1) = 0 
- u ' ( l - x 3 ) - u [ 2 x + 2 - x 2 ] = 1 
E s t a ecuación l inea l t i ene la solución, p a r t i c u l a r 
1 1 
1 y 2 - x . l 
- X - X - 1 
p o r lo que se podrá c a l c u l a r con una sola c u a d r a t u r a . O p e r a n d o se ob t iene c o m o 
so luc ión g e n e r a l 
2 2 
x + y = c(xy + 1) 
2 
u 
u 
10. - Ecuac iones de p r i m e r o r d e n no l inea le s en y ' . -
Vamos a e s t u d i a r aho ra los c a s o s m á s f r e c u e n t e s de in teg rab i l idad de -
ecuac iones de p r i m e r o rden F(x , y, y ') = 0, en l a s que y1 no a p a r e c e en f o r m a li-
n e a l , s ino en f o r m a pol inómica de g rado m a y o r que la unidad, i r r a c i o n a l e inclu_ 
so t r a n s c e n d e n t e . 
10. i , - Ecuac iones r e s o l u b l e s en y ' . -
Si la ecuac ión F(x , y, y') = 0 es un pol inomio de g r a d o m en y ' , o rdenan-
do r e s p e c t o de l a s po tenc ia s de y' se podrá e s c r i b i r a s í 
en donde los coe f i c i en t e s P . . . . . . P , . P son func iones de x e y . Reso lv iendo 1 m - 1 ra 
e s t a ecuac ión como s i f u e r a a l g e b r a i c a , tomando y' como incógn i ta , Be ob t end rán 
m ecuac iones l i n e a l e s 
y ' m + P 1 ( x , y ) . y , m " 1 + . . . + P t n _ 1 ( x , y ) . y ' + P m ( x , y ) = 0 m 
y' -<P¿(x ,y ) ,y ' = <P2(x,y)5 , . . , y ' = <Pm(x,y) i m 
que i n t e g r a d a s d a r a n 
y=F 1 (x , y, c), y = F 2 ( x , y, c) , . . . , y = F m ( x « c ) 
La i n t e g r a l g e n e r a l buscada s e r á : 
[ y - F i ( x í y , c ) ] r y " F 2 ( x , y 5 c ) 3 . . . [ y - F ^ x , y, e ) ] = 0 
m 
E j e m p l o . 
R e s o l v e r 
y* 4 -{x+Zy+l)y ' 3 + (x+2y42xy)y>2 -2xyy ' = 0 
R e s u l t a en y' s a l en l a s s igu ien tes r a i c e s 
y ' = 0, y' = 1, y1 = x , y' = 2v 
que i n t e g r a d a s da 
2 2x y - c = 0, y - x - c = 0, 2y-x - c = 0, y - c . e = 0 
luego la i n t e g r a l g e n e r a l s e r a 
(y-c)(y-x-c). (Zy-x^-c) . (y-c. = 0 
10.2.- Ecuac iones r e s o l u b l e s en y. -
Supongamos que lá ecuación no sea r e so lub l e en y' pero s í en y 
y = f(x, y') (21) 
Llamando y' = p, la ecuación queda así: 
y = f(x, p) (22) 
Der ivando (22), suponiendo que f es derivable 
v' = p = — • } -
 m —J2~ (23) 
' bx b p dx 
La ecuación (23) es d t r a e c u a c i ó n de 1 - - o r d e n que suponemos p o d e r * e s o ¿ 
Y'éiSíát/ In tegrada nos d a r á : 
<p (x, p, c) = 0 (24) 
La ecuación (24) junto con la (22) nos da las ecuac iones paramétricas de 
la i n t e g r a l g e n e r a l de (21). P a r a obtener l a s ecuac iones c a r t e s i a n a s de dicha inte 
gral, s e e l i m i n a r í a p e n t r e a m b a s e c u a c i o n e s . 
1 0 . 3 . - Ecuac iones resol 'ubles^jen x . -
Si en vez de d e s p e j a r y, d e s p e j a m o s x, queda r í a 
x = £(y, y') (25) 
Haciendo aná logamen te y' = p, queda 
x = f(y, p) (26) 
Der ivando (26) r e s p e c t o de x, poniendo 
_dg_ _ _d£__ _ dp 
dx dy ' dx ~ dy se obt iene 
b í , df <•  P 
• P- + T ™ • —; ~ • P (27) b y r 5 p dy 1 v ' 
, e r 
Es t a ú l t ima ecuac ión (27) es o t r a e c u a c i ó n de 1— o rden que suponemos 
p o d e r r e s o l v e r l a ; i n t e g r a d a nos d a r á 
f> (Y, P, c) = 0 (28) 
La ecuac ión (28) junto con la (26). nos de f ine la i n t e g r a l g e n e r a l en p a r a -
m é t r i c a s (p p a r á m e t r o ) . P a r a ob tener l a s e c u a c i o n e s c a r t e s i a n a s s e e l i m i n a r í a p 
e n t r e a m b a s e c u a c i o n e s . 
Debe n o i a r s e que e s t o s t ipos se integ ran m e d i a n t e el r e c u r s o p r e v i o de 
una de r ivac ión y de hecho e s t a m o s m a n e j a n d o i m p l í c i t a m e n t e ecuac iones de o r d e n 
dp d ^ 
s u p e r i o r a l p r i m e r o , ya que p o r e j emp lo = ^ (y1) = y" . La e lecc ión ade-
cuada de la v a r i a b l e y la función en cada c a s o , es la que nos conduce a la solu-
ción. 
E j e m p l o s . 
1. - I n t e g r a r : 
7 -, X 2 - 4 y = 2xy' + x . y ' 
H a c e m o s y' = p 
7 , 2 4 y - 2x p + x p 
d e r i v a n d o r e s p e c t o de x se obt iene 
, dp .• , , _ 4 . 2 3 dp p = 2x —f— + 2p + 2xp + 4x p . — dx dx 
(p+2x . (1 + 2p3x) = 0 
d e s c a r t a n d o 1 + 2p x = 0 por no con tene r d p / d x , queda 
p + 2x *JL dx 0 e i n t eg rando sa l e 
p x = c 
la¿ so luc ión es en p a r a m é t r i c a s 
x = 
y = 
p -
2c 
P 
+ c 
e l iminando p se ob tendr í a la solución en c a r t e s i a n a s 
2 c 4 2 
P = — . Y " P * = 2px 
(y-p '^x 2 ) 2 - 4 p 2 x 2 , sus t i tuyendo p 2 se obt iene 
2 
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(y - c 2 ) 2 = 4 c x 
2. - R e s o l v e r 
4x = y y ' ( y ' 2 - 3) 
Llamando y1 = p 
2 4x = y . p ( p -3), de r ivando r e s p e c t o de y 
• = P(P 2-3) + 3 y ( p 2 - l ) 
2 
dY
 4
 3P(P - * L 4 E - _ o 
V
 ( p 2 - 4 ) ( p 2 + 1) 
que es de variables separadas, integrando 
Ly + - ^ - , L ( p + 2 ) + - i - L ( p - 2 ) + - | - . L ( p 2 + l ) = LK 
" "
 ( p W
/ 1 0
. ( P W / s 
I _ . .. K p J p 2 - 3 ) 
1 0 . 4 . - Ecuación de Lagrange.-
Se llama así a la ecuación resoluble en y que tiene la siguiente forma 
y - x.f(y') +tp(y'), ( s iendo f(y') ^ y') (29) 
Haciendo y' = p queda 
y = x . f (p ) + »p(p) (30) 
Der ivando r e s p e c t o de x , . 
p = £ ( p ) + x . f ( p ) . - ^ - + i p ' ( p ) . - ^ 
P-f(P) = -fpi>.f ' (p ) +(p'(p)] 
Mul t ip l icando por d x / d p los dos m i e m b r o s 
C P - Í ( P ) ] . - ^ - x . f ' (p) = <p'(p) (31) 
La ecuación (31) es lineal» tomando x como función y p como variable. 
Integrada dará 
x = - F ( p , f c ) (32) 
La ecuación (32) junto con la (30) nos defino la integral general en pa -
ramétricas. Si se elimina p entre ambas se obtendrían las ecuaciones cartesianas 
d® dicha solución» 
El método supone í(p) ^  p, por lo que no es válido para los siguientes 
casos: 
a) Las ecuaciones de Claireaut y = xy' + tp (y1) que estudiaremos aparte. 
b) Las soluciones lineales de la ecuación (29) de la forma 
y = P0.X + <P(P0) (33) 
siendo p^ una raiz de la ecuación f(p) = p . 
Estas rectas, si existen, satisfacen la ecuación (29) como se puede compro 
bar trivialmente. Si <p(p ) no está definida, la recta, esto es la solución (33), no exis 
o ~ 
te. Pero si tp(p ) está definida puede ocurrir que la recta (33) pertenezca o no al haz 0 
integral que definían las ecuaciones (32) y (30), Cuando no pertenece, se dice que la 
recta (33) es una solución singular de la ecuación (29). 
1 0 . 5 . - Ecuación de Claireaut. -
Es el caso particular excluido antes en la ecuación de L a g r a n g e , cuando 
%').= y'. 
y = x . y' -I- tp(y') (34) 
Haciendo y' = p queda 
y - px + tp(p) (35) 
derivando respecto de x, se obtiene 
p = p + x . - ^ - + <p'(p). ^  , luego 
[x+<p'(p)] = 0 
Por tanto, o bien 
a) dp/dx = 0, o sea p = c que da como integral general 
y - c.x + tp (c) _ o bien 
b) x. + ip'(p) = 0 que junio con la (35) 
y = px + ip (p) nos da una solución que no depende de ninguna constan 
te a r b i t r a r i a y que l l a m a r e m o s solución s ingu la r de (34). 
Se o b s e r v a que: 
12) La i n t e g r a l g e n e r a l de la ecuación da Gia i reau í se obt iene sus t i tuyen 
do y1 por c en la ecuac ión . 
y -- c.x + 59 (c) 
22) La i n t e g r a l s ingular es la envolvente de l haz i n t eg ra l . 
y = c . x +«p (c) | 
¿ o sea 
0 = x + ( ' ) 
X = - lf;'(c) 
( y = -c. <j>(c) + <p(c) 
E j e m p l o s . 
1 . - R e s o l v e r 
/ ,x3 x . y' -5- y = (y ) 
Haciendo y' = p queda 
3 px + y = p de r ivando respecto de x 
do , dy , 2 dp p + x -r"— 4- —r™ = 3p .-t*-r
 dx ctx c:x 
2B + = dx " dx 
_ dx , 2 2p . — — + x = 3p dp 
que es una l i nea l . Se r e s u e l v e y sa le 
í 
" 2 3 2 , . 
x = c.p + — p y de la ecuac ión 
px + y = p 3 • se obt iene 
-4- 2 3 
y = - c . p c + — p 
Coa lo que ya t e n e m o s x e y en función de l p a r á m e t r o p . 
2. - R e s o l v e r 
y = x ( l + y') + y ' 2 
2 Haciendo y1 = p, y = x ( l + p) + p , de r ivando 
p = l + P + x . - ^ - + 2 p - f £ -
+ 2p) + 1 = 0 
dx 
—:— + x + 2p = 0 ecuación l inea l dp 
dx 
dp + x = - 2p in tegrando s a l e 
x = e " P [ K - 2 J p. e P . d p ] = K . e " P - 2p+ 2 
y = x ( l + p) + p2 = K. e " P ( l + p) + 2 - p 2 
1 1 . - T r a y e c t o r i a s de un haz de c u r v a s planas. -
Dado un haz de c u r v a s p lanas f(x, y, k) = 0, se l l aman t r a y e c t o r i a s de él 
a l a s curvas que c o r t a n a las del haz según un ángulo cons tan te . 
Sea y = y(x) una curva del has que pasa por P(XQ, y ) . 
La tangente a la cu rva en P f o r m a con el e je OX un ángulo dC, t a l que 
y ' o = t g o c 
Sea ou el ángulo cons tan te c i tado a n t e r i o r m e n t e . Según el sent ido del á n -
gulo 0) , el ángulo que la t r a y e c t o r i a f o r m a con el e j e OX s e r á Y' = tg p , s ien-
do 
p = (X + 0) y por lo t an to 
OC = ¡3 + cu 
tg OC- t g ( 6 7 u > ) = ' E P * M  8
 + w> i + tg p . tgoj 
y q u e d a r á 
Y' 4- tgU) 
y* = -
1 + Y ' . tg (JJ 
Luego si e s ip(x, y, y1) = 0 la ecuac ión de l h a z dado, la de l a s t r a y e c t o -
r i a s se ob tendrá sus t i t uyendo la r e l a c i ó n a n t e r i o r en la ecuac ión del h a z , y que -
d a r á : _ 
m (x y y + ^ ) = o l ± y ' . t gw ' 
C a s o p a r t i c u l a r e s e l de l a s t r a y e c t o r i a s o r t o g o n a l e s , o sea cuando cu -
= 909; tg =oo y por lo t an to b a s t a r á s u s t i t u i r y1 p o r - l / y 1 quedando como 
ecuac ión d i f e r e n c i a l de l as t r a y e c t o r i a s o r t o g o n a l e s 
«P (x, y, - = o 
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ECUACIONES DIFERENCIALES DE O R D E N SUPERIOR A L PRIMERO. PIFEREN 
TES TIPOS 
1.- Definiciones generales. -
Ya se definió en la lección anterior como ecuación diferencial de orden n 
a una relación de la forma: 
dy d^y d n v , 
dx dx 
(n 
o en forma normal, es decir con la y despejada 
yln = f(x,y,y',y", ....y*"'1) 
Integrar la ecuación diferencial es determinar las funciones y = y(x) que 
la satisfacen. E s lógico, suponer que si pocos eran los casos en que é s t a s de po-
dían determinar, en las ecuaciones de primer orden, al ser de orden superior -
al primero, serán muchos menos loa casos en que podamos expresar la solución, 
Supongamos una ecuación finita dada: 
<p(x, C,, C_, . . . , C ) = O 
•i 2 n 
con n parámetros C.,C , ...,C independientes. Si dicha familia de curvas as pue 
de derivar n veces respecto a x, se obtendría ias relaciones: 
«?' + ¡a1 . y' - O 1
 x y 
? 
<p" 4- 2 ¡o" . v ' -f w1' _. y ' " 4 <4>' . y " = O 2 xv ' " 2 y 
x ' y 
Si de la ecuación dada y de sus n primeras derivadas, podemos eliminar 
los1 parámetros , se obtendrá una ecuación de la forma: 
F(x, y, y\ . . . , y(n) = O 
que llamamos ecuación diferencial de la familia de curvas ip . A su vez decimos 
que cp a3 la i n t eg ra l general de la ecuación diferencial F. 
Antes de dar algunas r e g l a s p r á c t i c a s para la resolución de estas ecua -
c i o n e s d i f e r e n c i a l e s , v e a m o s l a s cond ic iones de ex i s t enc i a y unicidad de solución 
de l a s m i s m a s . 
2. - T e o r e m a de ex i s t enc i a y un ic idad . -
C o n s i d e r e m o s la ecuac ión d i f e r e n c i a l de o r d e n n: 
(n ,/ . (n-1. y1 = f(x, y, y ' , . . . , yx ) 
P o d e m o s e x p r e s a r de modo senc i l lo el t e o r e m a de ex i s t enc i a y unicidad 
de la so luc ión , c o n s i d e r á n d o l a como un s i s t ema . -de . ecuac iones p a r a el que se d e -
m o s t r ó a n t e r i o r m e n t e d icho t e o r e m a . 
C o n s i d e r a n d o como f u n c i o n e s d e s c o n o c i d a s a d e m á s de y, y ' ' y . , y" = 
ín 1 
= y , . . . , y = y^ , la e cuac ión se puede s u s t i t u i r por el s i s t e m a 
l y - y 4  
y , r y 2 
y
' n - 2 Y n - 1 
y ' n - l = f ( x , y > y l y n - l } 
De a c u e r d o con el t e o r e m a de e x i s t e n c i a p a r a s i s t e m a s , s i los segundos 
m i e m b r o s de todas l a s e c u a c i o n e s que lo cons t i t uyen son cont inuos en la r eg ión 
R c o n s i d e r a d a y s a t i s f a c e n la condic ión de L ipsch i t z r e s p e c t o a todas l a s v a r i a -
b l e s , excep to x, se puede a s e g u r a r que ex i s t e una so luc ión única del s i s t e m a que 
c u m p l e : 
y(x 0) = y0 > y i ( x 0 ) = y 1 0 . . . , . . y n _ 1 ( x 0 ) = y n _ l f 0 
Los segundos m i e m b r o s de l a s n - 1 p r i m e r a s e c u a c i o n e s de l s i s t e m a cum 
p íen s e r cont inuos y s a t i s f a c e n no sólo de condic ión de L i p s c h i t z , sino t a m b i é n -
la de e x i s t e n c i a de d e r i v a d a s a c o t a d a s r e s p e c t o a y, y^, y^, . . . , y^ P o r lo tanto , 
l a s cond ic iones del t e o r e m a se c u m p l i r á n s i e l segundo m i e m b r o de la n - s i m a 
e c u a c i ó n f(x, y, y . , . . . , y ;) e s cont inuo en un en to rno de l a s cond ic iones i n i c i a l e s l n - 1 
y s a t i s f a c e la condic ión de L i p s c h i t z p a r a t o d a s l a s v a r i a b l e s , excep to x , ó m á s 
g e n e r a l m e n t e e x i s t e n l a s d e r i v a d a s p a r c i a l e s a c o t a d a s r e s p e c t o a todas l as v a r i a -
b l e s , excep to x . 
A s í pues , p o d e m o s e n u n c i a r e l s i gu i en t e t e o r e m a de e x i s t e n c i a y unic idad 
de la so luc ión : (n. i. 
"Si en un e n t o r n o de l a s c o n d i c i o n e s i n i c i a l e s (x^, y , )• l a 
f une ion f e s continua y s a t i s f ace la condición de Lipschi tz r e s p e c t o a todas s u s -
v a r i a b l e s , con excepción de x, podemos a s e g u r a r que ex i s te una solución única -
de la ecuación d i f e r e n c i a l y^n = f(x, y, y' y ^ n que s a t i s f a c e las condic iones : 
y ( - 0 ) = v = y ' 0 y ( n _ 1 < x o > = 4 1 1 " 4 ' ' 
La úl t ima condición puede s u s t i t u i r s e por la ex i s t enc ia , en el en to rno con 
s ide rado , de l a s d e r i v a d a s p a r c i a l e s aco tadas de f r e s p e c t o de todas s u s v a r i a -
b l e s , excepto x . 
Se l l ama solución g e n e r a l de una ecuación d i f e r e n c i a l de o rden n al c o n -
junto de so luc iones f o r m a d o por todas l a s so luc iones p a r t i c u l a r e s , sin excepc ión . 
De lo a n t e r i o r , se deduce que dicha solución g e n e r a l depende de n p a r á m e t r o s . 
3. - Ecuac iones cuyo orden puede r e b a j a r s e . -
3 .1 . - Ecuac iones en la s que fa l ta la va f i a b l e x. -
Son de la f o r m a : 
F ( y , y ' y ( n ) = 0 
Se puede r e d u c i r el o rden de la ecuación en una unidad, med ian t e el c a m 
bio y® = p, tomando p como nueva función © y como v a r i a b l e del s iguiente modo: 
dy 
= y. = p 
2 
d y _ dp _ dp dy _ dp 
, 2 dx dy * dx dy ' P 
dx 
3 2 2 d y d ,. d y . d , dp . d . dp . dy d p 2 . dp .2 
T T = " d ^ ( T 2 ) = * i r ( 1 7 p ) = " 5 7 ( " i 7 p ) " i í r = T T ' P + ( 1 7 ) • p dx dx 7 dy 
Al sus t i t u i r l as d e r i v a d a s en la ecuac ión d i f e r e n c i a l , é s t a se t r a n s f o r m a 
en o t ra de un o rden i n f e r i o r de la f o r m a : 
<p ( y . p . p \ • • • . p ^ n _ 1 ) = 0 
In tegrándola , s i es pos ib le , se ob tendrá : 
P ^ ( y . c 1 ( c 2 c n _ l } = 
y de aquí: 
f dy
 + £ 
J f ( y , C^, C^, • . • » n 
En algunos c a s o s , s e r á m á s senci l lo obtener la solución en p a r a m é t r i c a s , 
o sea: 
v = ¥ . (p, C ., C_, . . . , C ,) y p = — 1 2 n -1 1 r dx 
r í w • 
• I dv a ^ '1 
x = i —X— + C = J — . dp+C I p n I p 11 
Quedando x é j en función de l p a r á m e t r o £ . Si se puede e l i m i n a r £ de am 
bas , se obtendr ía la solución en c a r t e s i a n a s . 
3 . 2 . - Ecuac iones en las que fal ta y y sus (k-1) p r i m e r a s d e r i v a d a s . -
Son de la f o r m a : 
w (k (k+1 (n, F(x, y , y , . . . , y ) = 0 
Se puede r e d u c i r a o t ra ecuación de o rden (n-k), med ian te el cambio : 
(k 
y = P 
En efecto; 
(k+1 (n (n-k 
y - p1 y = p 
Y la ecuación q u e d a r á a s í : 
/ . (n-k, _ 
<P (x, p, p ' , . . . , p ) = 0 
y se obtendrá : 
Ck 
p = p(x, C r C 2 C n k) = yv 
que in tegrada k v e c e s , nos d a r á la solución g e n e r a l b u s c a d a . 
3 . 3 . - Ecuac iones en las que fa l ta la x y la y. -
Son de la f o r m a : 
^ (y' i y" y(n) - o 
se puede ap l i c a r el p r i m e r p r o c e d i m i e n t o , o el segundo (para k = i) c a s o p a r t i c u l a r 
lo o f r e c e n las ecuac iones de segundo o rden 
y" •= f(y') 
con el cambio y1 = p se obt iene: 
-igr 
* = j l f r i " + c r Ai - f"1* = p • i f r t 
* • HÍT • c» 
que n o s dan l a s ecuac iones p a r a m é t r i c a s de x é j en función del p a r á m e t r o p . 
3 . 4 . - Ecuac iones de la f o r m a —-~— <p(x, y, y ' , . . . , y^n - 0. -
QX 
O sea , puede e x p r e s a r s e como la derivada de c i e r t a expres ión d i f e r e n c i a l 
de o rden (n-1) . 
Mediante una p r i m e r a in t eg ra l , la conve r t imos en o t r a de una o rden i n f e -
r i o r : 
/ , (n-1, „ 
<p(x,y, y1, . . . , y ) = C 1 
A v e c e s , sólo se puede e x p r e s a r de e s t a f o r m a la ecuación, después de 
mu l t i p l i c a r l a po r un c i e r t o f a c t o r in tegran te : 
f ¡4X> y. y'. • • •. y ) 
Téngase en cuenta que al mu l t i p l i ca r por dicho f a c t o r , se pueden in t rodu 
c i r so luciones e x t r a ñ a s , que r e s u l t a n de h a c e r |x = 0. A s i m i s m o , s i p e s discon-
t inuo, pueden t ambién p e r d e r s e so luc iones . 
(n 3 . 5 . - Ecuac iones homogéneas en y, y ' , . . . , y . -
O sea son ecuac iones de la f o r m a : 
F ( x , y , y ' , y " , . . . , y ( n ) = 0 
t a l e s que 3e cumple : 
F(x, X y, Xy-, Xy", . . . , X y ( n ) = X k . F(x, y, y ' , y" , . . . , y ^ ' 
s iendo k el g rado de homogene idad . 
> 
1 
Tomando X = , queda: 
= T - • F(x, y, y ' , y " 
y y y yk 
^ - . F ( x , y , y ' , y " y ( n ) 
r 
los v a l o r e s que anulan a l segundo m i e m b r o , anulan t a m b i é n al p r i m e r o . 
- 2 0 6 - • AMPLIACION DE MATEMATICAS 
P o r lo tanto, la ecuación dada es equivalente a la s iguiente: 
y ' v " v ( n , F(x, 1, , ~' , . . . = 0 
y y y. 
E f e c t u e m o s el cambio : 
= U; y = u , y 
y 
y" = U !y + U. y' = U'y + U 2 y = (U> + U2)y; = U' + U2 
y : : : (U!' + 2UU')y + (ü ' + U 2 )y ' = y(U" + *3UU' + U3);- = U" + 3UU 
y 
• - u " 
Sust i tuyendo o b t e n d r e m o s o t r a ecuación de un orden i n f e r i o r a la dada 
<¿>(x, U , U ' U l n _ 1 ) = 0 
Caso p a r t i c u l a r lo o f r e c e la ecuac ión l ineal homogénea de aegund o o rden . 
y" + a 1 ( x ) . y ' + a 2 (x )y - 0 
Efec tuando el cambio a n t e r i o r se t r a n s f o r m a en la ecuación de R i c o a t i * 
U' + U ¿ + a (x) . U + 'a (x) = 0 
4. - E j e m p l o s . -
4 . 1 . - R.esolver: 
y" = (y ' ) 3 + y ' 
dD , 
como no t iene x, e f e c t u a m o s el c ambio y' - p, y = —r*— . p y auena: dy 
dp 3 , dp 2 
? y,", - T *>'. = P 1 
" / 
con lo que .hemos qui tado la so lución t r i v i a l p = 0; y = cons t an t e . 
2 - * " y ' C i ' P " dx = t g ( y +  
P +1 
dx - cotg(y + C . ) ; x + L C , = L s e n í y f C , ) ; sen(y + C ) = C_. eX ; y = a r e sen C_,«"-C, 1 ¿ 'l X ¿* 1 
7 
4 . 2 . - Reso lve r : (y , u ) + x . y ' " - y " = 0. 
Fa l tan y é y1; e f ec tuamos el cambio y" = p con lo que queda: 
( " g r - ) 2 + * • - p = 0; p = x . - ^ - + ( - f j - ) 2 (ecuación de Claireaut) dx dx dx 
D _ _ ¿ L _ _ C x + c 2 . _É5L p - - x + C .
 d x 
dx 
C x
 A r
2
 -i-
—-—+C x+C . ¿ 1 
Cx 3
 L C 2 x 2 L _ 
y s _ _ + _ _ _ + C l x + C 2 
4 , 3 . - Sea un p royec t i l de peso P lanzado con un ángulo Oí sobre él plano v e r t i c a l . 
D e t e r m i n a r la f o r m a de su t r a y e c t o r i a , d e s p r e c i a n d o la r e s i s t e n c i a de l a i r e . 
Sea V la velocidad in ic ia l . Cons ide remos un punto M de la t r a y e c t o r i a , 
a l cabo del t i empo t después del lanzamiento , M(x. y). 
Siendo la g ravedad la única f u e r z a apl icada a l p royec t i l , p r o y e c t a m o s so_ 
b r e los dos e j e s , teniendo en cuenta F = m. a . 
.2 / ,2 , d x
 n d x n dx 
m . . — = 0 l — = 0; —-— = cons tante = V c o s í 
dt? ' ) d t 2 d t ° 
d 2 
m . = - P = -mg I x - V . eos tí . t + C 
dt 
pa ra t = 0, x = 0, por lo que C = 0, x = V . t . eos tí . 
También: 
- á í f -
 = .g ; -Í3L. = _ g t + k 
d t 2 d t 
p a r a t = 0, = V . . sen tí ; ' V ' sen t í = 0 + k. dt 0 0 
por lo que: 
- 4 ^ - = -gt + V „ . s e n OC dt 8 0 
Y = - ~~ gt2 + VQt sen OC + k' 
p a r a t = 0, y = 0, por lo que k' = 0 y queda: 
1 2 
y gt + VQt sen OC 
Tenemos x é y en p a r a m é t r i c a s ; e l iminando t s a l d r á : 
t = VQ eos OC 
1
 «
 x 
y =
 ' ~ .2 2 Vq eos OC 
+ x tg Of 
4 . 4 . - R e s o l v e r 
2yy" = 1 + (y1)2 
Fal ta la va r i ab l e x . H a c e m o s el cambio: y1 = p y queda: 
2 _ dp . , 2 
2y. p' = 1 + P ; 2y = 1 + P 
= _dR_ t 2 . = 1 + p 2 
dx dy P ' Y P dy 
sepa rando v a r i a b l e s e in tegrando: 
2p dp I d\ 
i 1+P2 J 
•; L(1 + p ) = Ly + C 
1
 + P C
— = C ; p = 
y 1 
c i • y ~ 1 
dy 
dx ± f — p í = = = ± J 
i j y a v - 1 J 
dx 
2 \ \ C i y - 1 = ± C 4 x + C. 
5. - Ecuac iones d i f e r e n c i a l e s l i nea le s de o rden n . -
5 . 1 . - Def in i c iones . -
Se l l a m a ecuac ión d i f e r e n c i a l l inea l de orden n, a la que es l inea l con -
r e s p e c t o a la func ión desconoc ida y a sus d e r i v a d a s . O sea es de la f o r m a : 
/ v (n / \ (n-1 , . . , . . , 
aQ(x) . y + a ^ x ) . yv + . . . + a ^ f x ) . y' + ajx).y = (x) 
Si el segundo m i e m b r o <p (x) = 0, la ecuación se l l ama l inea l homogénea 
ó i ncomple t a . 
Cuando ip(x)=0 d e c i m o s que la ecuación es no homogénea o comple ta . 
Si a . (x) 0, p a r a todos los v a l o r e s de x, a ^ x ^ b , dividiendo por a (x) 
u u 
la homogénea , se r e d u c e en dicho segmento a la ecuación. 
( n , / \ ( n -1 . , r - , • t - \ y + P 1 \ x ) - y + . . . + + P n w - y = 0 '-0 
ó lo que es lo m i s m o : 
i n / • (n _ , . (n - i 
y = - 2 P:(x) . y (¿) 
1=1 
Si los coe f i c i en te s p.(x) son continuos en el segmento n...< xN<b, en un en-
t o r n o de cua l e squ i e r a condic iones i n i c i a l e s : 
~ • / I <f \ i (n-1, . (n-1 
» n < X 0 $ D ; y (x 0 ) = y 0 , y'(x ; )) = y ' Q , . . . , y pcQ) = y 0 
se s a t i s f a c e n l a s condic iones de l t e o r e m a de ex i s tenc ia y unic idad. 
En efec to , el segundo m i e m b r o de (2) es continuo en todas sus v a r i a b l e s 
í) i 
en conjunto, y ex i s t en l a s d e r i v a d a s - p a r c i a l e s 7— ~ - p .(x)» (k = 1» 1 - . .• 
^ ^ K II - K 
n -1 ) , de módulo acotado, va que las func iones p ^ , (x) son cont inuas en el in te rva 
n - k — 
lo a ^ x ^ b y por lo tanto, e s t án aco tadas en va lo r abso lu to . 
Veamos a h o r a a lgunas de l a s no tac iones que se u t i l izan en los métodos -
ope íac io r . a l e s . I n t roduzcamos la notación: 
(k d"_y _ k 
y = _ _ , D y 
dx 
Con el la la ecuac ión d i f e r e n c i a l se e s c r i b e as í : 
a„ D n y + a , ü " " 1 y + . . . + a y = <p (x) 0 1 n 
o s i m b ó l i c a m e n t e : 
(a D " + a . D — 4 + . . . + a , D + a ) y = <p (x) 0 1 n - 1 n ' ' 
A la e x p r e s i ó n : 
„ n , —n-1' „ 
a . D + a . D ,+ . . . + a . D + a 0 1 n - 1 n 
se la l l a m a pol inomio o p e r a c i o n a l y se la r e p r e s e n t a po r la notac ión P(D). E s t e 
o p e r a d o r r e p r e s e n t a un conjunto dé o p e r a c i o n e s a r e a l i z a r con la func ión que s e 
coloque a su d e r e c h a . 
E s f á c i l c o m p r o b a r l a s s igu i en t e s p r o p i e d a d e s del o p e r a d o r P(D): 
a) P e r m u t a b i l i d a d con c o n s t a n t e s . -
P(D)(Cy) = C . P(D)y 
b) D i s t r i b u t i v a s . -
P(D) ( Y l + y 2 ) = P ( D ) V l + P(D)y 2 
[ P ^ D ) + P 2 ( D ) ] y = P 1 ( D ) y + P 2 ( D ) y 
c) P r o d u c t o de dos o p e r a d o r e s . -
Si e s P ^ D ) . P 2 ( D ) y = P ^ D ) CP,,(D)y ] . 
se t i ene : 
P ^ D ) . P 2 ( D ) y = P 2 (D) . P ^ y 
P Í D J C P ^ D ) + P 2 ( D ) ] y = P(D) . P 1 ( D ) y + P(D) . P ^ D ) y 
d) P ( D ) e k X S e ^ . P(k) 
e) P ( D 2 ) s e n a x = s e n a x . P ( - a ^ ) 
2 2 
f ) P(D )cos ax = c o s ax . P ( - a ) 
g) P(D) e ^ . v(x) s e** . P(D + k) v(x) 
h) O p e r a d o r l / P ( D ) . 
1 E l r e s u l t a d o de a p l i c a r el o p e r a d o r . . a c i e r t a func ión cont inua f(x) P(D) 
es la so luc ión de la ecuac ión : 
P(D)y = f(x) 
Luego: 
F ( D ) C
" p p T f ( x ) J = f ( x ) 
O t r o o p e r a d o r impor t an te es el operador d i f e r e n c i a l l inea l L f y ] que se de 
fine a cont inuación. 
Sea la ecuación l inea l homogénea: 
y ( n + P4(*) • y ( n _ 1 + . . . + Pn(x) . y = o 
En f o r m a compac ta se e s c r i b i r í a : 
o [ y ] = 0 
siendo / n ( n _ i . x 
L C y ] = y + pd(x) y1 + • • • + P n W í 
el ope rador d i f e r e n c i a l l i nea l . Sus p r inc ipa l e s p rop iedades son las s igu ien tes : 
a) Permutabi l idad, con cons t an te s . -
b) Di s t r ibu t iva . 
c) 
L [ C y ] HC . L [ y ] 
L [ y 1 + y 2 ] s L E y ^ - f L [ y 2 ] 
n n 
L [ Z C.yp - S C. L [ y . ] 
i=l i=l 
5 . 2 . - T e o r e m a s sobre l a s _ de la ecuación incomple ta . -
a) Si y^ es una solución de la ecuación l ineal homogénea P(D)y = 0, y C 
es una cons tan te a r b i t r a r í a , la expres ión C . y^ es t ambién solución de la ecua•• 
c ión. 
En efec to , por h ipó tes i s P(D) y^ = 0 
P(D) CY l = C . P(D) y f s 0 
Luego C y^ es t a m b i é n solución. 
b) La suma y + y^ de dos soluciones p a r t i c u l a r e s y^ ó y^ de la ecuación 
l inea l homogénea P(D) y = 0, es solución de dicha ecuac ión . 
P o r h inó te s i s P(D)y = 0, P(D)y 2 = 0. 
P(D) (y4 + y 2 ) = P ( D ) Y l + P(D)y 2= 0 
Luego y^ + y es t a m b i é n so luc ión . 
c) Como c o r o l a r i o de los t e o r e m a s a n t e r i o r e s , se puede e n u n c i a r que to 
y m da combinac ión l inea l con coe f i c i en t e s cons t an te s a r b i t r a r i o s .X. C . . y. de l a s i=l i i 
so luc iones p a r t i c u l a r e s y , y , . . . ¿ y de la ecuac ión l inea l homogénea P(D)y = 0 3. c* m 
es t a m b i é n solución de dicha ecuac ión . 
En e fec to : 
P(D) l C . . y . = P(D) ( C l Y l + C 2 y 2 + . . . + C m y ) -
i=l 
= C t . P ( D ) y i + C 2 . P(D)y 2 + . . . + C m . P ( D ) y m , 0 
Luego C . y . + C_y., + . . . + C y es t ambién solución de la ecuac ión d i f e r e n c i a l . 
° 1 1 2 2 m m 
d) Si la ecuac ión l inea l homogénea P(D)y = 0, con c o e f i c i e n t e s r e a l e s 
a^(x), t i ene la solución c o m p l e j a y^(x) = U(x) + jv(x), la p a r t e r e a l U(x) y la ima 
g ina r i a v(x) son por s e p a r a d o so luc iones de dicha ecuac ión . 
P o r h i p ó t e s i s : P(D) (U + jv) = 0 
pe ro : 
P(D) (Ü + jv) = P(D)U + jP(D)v = 0 
lo que impl ica 
P(D)U = 0 y P (D)v= 0 
ya que una función c o m p l e j a de v a r i a b l e r e a l es i d é n t i c a m e n t e nula si, y sólo si , 
sus p a r t e s r e a l e i m a g i n a r i a son i d é n t i c a m e n t e n u l a s . P o r lo tanto U(x) y v(x) 
son solución de la ecuac ión . 
5 . 3 . - Dependenc ia e independenc ia l i nea l . -
P a r a e x p r e s a r la i n t e g r a l g e n e r a l de la ecuac ión h o m o g é n e a , conviene de? 
t e r m i n a r l a s cond ic iones que deben c u m p l i r n f unc iones y (x), y 2 (x) , . , , y^(x) pa-
ra que una de e l l a s pueda e x p r e s a r s e como combinac ión l inea i de l a s d e m á s . 
Si en el i n t e r v a l o de v a r i a c i ó n de x, a^ x ^ b, la ecuac ión 
° V y l + * 2 - y 2 ' • + * n ° n = ° ( 1 ) 
se s a t i s f a c e p a r a por lo m e n o s un Oí . 0 (i = 1 , 2 , . , . , n ) , d e c i m o s que las fun-
c iones y . , y _ , • ••» y son l i n e a l m e n t e depend ien t e s en d icho i n t e r v a l o . 
1 2 n 
P o r el c o n t r a r i o , s i la ecuación (1) sólo se ve r i f i c a pa ra OC^  = oC^  = 
= . . . = OC^  = 0, d e c i m o s que dichas func iones son l inea lmen te independientes en el 
in te rva lo [a, bj de va r i ac ión de x. 
Si d e r i v a m o s la identidad (1) (n - 1) veces se obtiene: 
« 1 y l + « 2 y 2 *n Vn 
oc. . y' + oC_. y' + . . . + oC . y ' =0 1 1 2 2 n n 
(n-1 , (n-1 (n-1
 n 
y i ' y 2 V y n S ° 
(2) 
Obtenemos un s i s t e m a l inea l y homogéneo, con incógni tas oC|, oí^' • * 
El de t e rminado del s i s t e m a e s s e l wronskiano W(x) = W Cy^» Yp y ^ ] r e l a t ivo a 
l a s n funciones (se l l ama a s í en honor el m a t e m á t i c o polaco Wronsky) , 
oí. 
n 
y l y 2 • • • y n 
w = 
n y'z y' n (3) 
(n 
y i 
-1 Tn-l 
y 2 ' 
Si WS'Q en' el in te rva lo a <íx ^b , el s i s t e m a (a) es compat ib le é i n d e t e r -
minado; admi te por lo tanto soluciones pa ra Oí^  41 Y I a 8 func iones y^, y^,, • - • . 
y^ dec imos que son l inea lmente dependientes en dicho in te rva lo . 
Si W 0 en el in te rva lo a s < x ^b, el s i s t e m a (2) e s incompat ib le y sólo 
admi te la solución ' t r iv ia l de todo s i s t ema l ineal homogéneo tf^ = Q^ ~ • • • ~
 n= 0, 
por lo que las funciones y ^ , y^, . . . , y dec imos que son J j^£aJ^enJ^_mde£en -
d ien tes en dicho in t e rva lo . 
Vamos a d e m o s t r a r ahora que si las func iones l inea lmen te independientes 
y l ' ^2 ' ' ' ' ' Y s o n so luc iones de la ecuación l ineal homogénea 
y ( n + !>.,(*). y ( n _ 1 +...+ Pn(x),y = o Í4) 
con coef i c i en tes continuos p.(:<) en el in te rva lo a
 N<x ^b , entonces el wronskia no 
W(x) = y v . . . , y (3), e s -d i s t i n to de c e r o en todos los puntos del inte_r 
valo a ^ x b. 
Vamos a d e m o s t r a r l o por reducc ión al a b s u r d o . Supongamos un punto x^ 
de dicho in te rva lo donde W(x ) •-- 0. E l i j a m o s cons tan tes «^(i = 1, 2„ n), no to 
das nu las , y que sa t i s f agan el s i s t ema de ecuac iones : 
V W + y 2 ( x 0 } <*n y n ( V = ° 
V n < x o > + ^.y'(x0) ^••+ocn.y;i(x0) = o / (5) 
(n-1, , , (n-1, . , , (n-1 . 
a l ' Y l ( X 0 ) + < V y 2 + " - - + « n - y n = ° 
La de t e rminac ión de e s t a s cons tan tes oí, es pos ible , ya que e l d e t e r m i -
nante del s i s t ema jW(x^) = 0 y por lo tanto admi te so luc iones OL d i s t in tas de ce -
r o por s e r compat ib le . P a r a dichos v a l o r e s la función: 
y = ^ - y ^ x ) + <*2-y2(x) +• • . + « n . y n ( * ) 
es solución de la ecuación P(D)y = 0 por s e r combinación l inea l de so luc iones pa r 
t i c u l a r e s de la m i s m a , cumpl iéndose a d e m á s debido a l a s ecuac iones del s i s t e m a 
(5), las condiciones in ic ia les nulas 
y(x0) = 0, y ' (x 0 ) = 0, . . . , y ( n _ 1 (xQ) = 0 (6) 
E s t a s condiciones in ic ia les son s a t i s f echas ev iden temente por la solución 
t r i v i a l de la ecuación (4), y — 0, y de a c u e r d o con el t e o r e m a sobre la unicidad 
de la solución, a las condic iones in ic ia les (6) las s a t i s f a c e sólo dicha solución. 
Luego ofi • y . (x) + oC,. y , (x) +. . . + OC -y (x) = 0 y las func iones y , y , . . . , y , con-1 1 c c n n i c n 
t r a r i a m e n t e a la h ipó tes i s del t e o r e m a , son l inea lmente depend ien te s . 
5 . 4 . - In tegra l g e n e r a l de la ecuación homogénea . -
Toda combinación l inea l con coef i c i en tes cons tan tes a r b i t r a r i o s 
y = C r y i + C 2 . y 2 + . . . * C n . y n = z C.y. ( 7 ) . 
i=l 
de n so luc iones p a r t i c u l a r e s , l i nea lmen te independientes , y^, y?, . . . , y^ , en el • 
i n t e rva lo a
 v<x ^ b , de una ecuac ión l ineal homogénea de o rden n, P(D)y = 0, con 
coe f i c i en tes cont inuos p.(x) en dicho in t e rva lo , es solución g e n e r a l de la m i s m a . 
En efec to , la ecuación s a t i s f a c e las condic iones del t e o r e m a de ex i s t enc ia 
y unic idad en el i n t e rva lo [a, b] . P o r lo tanto, la solución 
n 
y = z c i-y i • aN< x <<b 
i = l 
s e r á gene ra l , ó sea , con tendrá a todas l a s soluciones p a r t i c u l a r e s sin excepción, 
s i se pueden d e t e r m i n a r l as cons tan tes a r b i t r a r i a s C., de t a l modo que se s a t i s -
fagan las condic iones in i c i a l e s dadas a r b i t r a r i a m e n t e . 
y í x 0 ) = y 0 . y ' (* 0 ) = y S = y o M V - b 
Der ivando (7) y p a r t i c u l a r i z a n d o p a r a x^ queda el s i s t e m a l ineal de n 
V C 2 ' . . . , c . n 
n 
Z 
i=l 
C. i • 3 y o 
n 
2 
i=i 
c . . i y!(x0) = y ó 
n 
I 
i=i 
c . . 1 y- ( x - j ' i 0' = y * * '
1 y 0 
al d e t e r m i n a n t e del s i s t e m a es el wrosk iano W(x ) que es dis t into de c e r o por s e r 
l as func iones y^, y ? ) . . . , y l i nea lmen te independien tes , luego el s i s t e m a es compa 
t ibie y d e t e r m i n a d o y se podrán d e t e r m i n a r de modo único las incógnitas C^, C^, 
. . . , C^ p a r a cada va lo r x^, a ^ x ^ b . 
A a i pues , "la i n t eg ra l g e n e r a l de una ecuación l ineal homogénea de orden 
n se obtiene f o r m a n d o una combinación l inea l de n soluciones p a r t i c u l a r e s Lineal-
men te independientes de la m i s m a " . 
Si se conoce una solución p a r t i c u l a r no t r i v i a l y = y^(x) de I a ecuación 
l inea l homogénea 
P(D)y.= o (8) 
se puede, median te el cambio y = y . / Udx, r e d u c i r su o rden manteniendo la l i -
nea l idaá y la homogene idad . 
En efec to , el cambio y = y^ . f Udx, se puede r e e m p l a z a r por dos suat i 
t uc iones y = y ^ , z y z ' = U, La p r i m e r a de e l l a s es una t r a n s f o r m a c i ó n l inea l 
homogénea y c o n s e r v a la l inea l idad -y homogéneidad de la ecuación (8), t r a n s f o r -
mándola en o t ra de la f o r m a : 
b 0 ( x ) . z í n + b ^ x ) . ^ " 1 ^ . .+bn(x) . Z = 0 (9) 
A la solución y = y de la (3), le c o r r e s p o n d e , en función del cambio y= 
= y,,z, la solución s = i en la ecuación (9). Sust i tuyendo z = 1 en (9) se obtiene 
b (x) = 0 y la (9) aueda as í : 
n ~ 
bQ(x) z ( n + b1(x) z ( n - 1 + . . . + b n 1 (x )z ' = 0 (10) 
y la sus t i tuc ión z1 = U la r e d u c e a una de orden (n-1) . 
Podemos o b s e r v a r que la sus t i tución a n t e r i o r y = y / Udx, en la que 
y^ es una solución p a r t i c u l a r de la homogénea (8), r educe t ambién en un orden 
de ia ecuación l inea l no homogénea 
P(D)y=<p(x) (11) 
ya que dicha sus t i tuc ión no a l t e r a el segundo m i e m b r o de la ecuación (11). 
Conociendo k soluciones l inea lmen te independientes en el in tervalo a ^ x ^ 
< b , y , , y , . . . , y , de la ecuación l ineal homogénea (8), se puede r e d u c i r su i íl ic 
aen hasia. ,'r.-.< :-n el m i s m o in te rva lo a ^ x ^ b . Bas ta r e p e t i r el cambio a n t e r i o r 
k v e c e s . 
5 . 5 . - Ir.tgoraj. gene ra l de la ' ecuación comple t a . -
La in tegra l g e n e r a l de una ecuación l inea l comple ta 
P(D)y=<p(x) (12) 
sg ooziene sgx*©g13.n do a la i n t eg ra l gene ra l de la incomple ta una solucion p a r t i c u l a r 
de la comple t a . 
En efec to , sea Y ~ Yq u n a solución p a r t i c u l a r de la completa (11), ó sea 
P(D)y„ = (x), y sean y^, y ? ) . . . , y , n so luc iones p a r t i c u l a r e s l inea lmente i n d e -
pend ien te s de ia ecuac ión homogénea . 
LÍ. solucion g e n e r a l de la homogénea se ra pues 
C, y + C_ v' +. . . -i- C y 
i 1 ¿ ¿ n n 
;e l ena : 
; c r íbamos 
P ( D ) ( C i y i + C 2 y 2 + . . . + C n y n ) = 0 
y = c \ y < + c 2 y z + c n y n + y0 í l 3 ) 
P ( D ) ( C i y i + C 2 y 2 + . . . + C n y n + yQ) = <p (x) 
en v i r tud de l a s p rop iedades de P(D) se t endrá : 
P ( D ) ( C l Y l + C 2 y 2 + . . . + C n y n ) + P(D) yQ = «p(x) 
0 + <p(x) = <p(x) 
La solución (13) contiene n cons tan tes a r b i t r a r i a s que pueden s e r unívoca 
mente d e t e r m i n a d a s p a r a unas condiciones in i c i a l e s dadas a r b i t r a r i a m e n t e 
y ( k (x Q ) = y j f , (k = 0 , 1 , 2 n-1) ; a « x ^ b 
y en v i r tud de la unicidad de la solución, (13) s e r á la solución g e n e r a l de (12). 
5 . 6 . - Método__dg^variación de cons t an t e s . -
Si es d i f íc i l e n c o n t r a r una solución p a r t i c u l a r y = y^ de la ecuación c o m 
ple ta , p e r o conocemos f á c i l m e n t e la solución g e n e r a l 
y =
 V i + c 2 y 2 V n ( 1 4 ) 
de la ecuación homogénea P(D)y = 0, se puede h a l l a r la i n t eg ra l g e n e r a l de la 
comple ta por el método de "va r i ac ión de l a s c o n s t a n t e s " . 
En él , se supone que la solución g e n e r a l de la ecuac ión comple ta 
P(D)y = <P(x) (15) 
es de la m i s m a f o r m a que (14), p e r o sus t i tuyendo las cons t an t e s C^ por func iones 
de x, C^(x), ó sea 
Y = C 1 ( x ) . y 1 + C 2 ( x ) . y 2 + . . . + C ^ x ) ^ (16) 
Como la única condición que deben c u m p l i r d ichas func iones C^(x), es que 
la función y de (16) y sus n p r i m e r a s d e r i v a d a s , s a t i s f agan la ecuación d i f e r e n c i a l 
(15^, d i sponemos de (n-1) g r a d o s de l i be r t ad que podemos e leg i r a r b i t r a r i a m e n t e . 
Se e scogen del modo s iguiente : 
n n 
Z C.(x). y!(x), habiendo hecho 2 C' . (x) . y.(x) = 0 
i = l 1 1 i=l 1 1 
n n 
y" = E C.(x). y."(x), habiendo hecho X C!(x). y ' .(x) = 0 ( ( n - 1 ) 
i=l 1 1 i=l 1 ( ecuac iones 
(1.7) 
n n 
y^n ^ = X C. (x). y f n ^(x), habiendo hecho I C! (x). y^n *(x) - 0 
i - 1 1 1 i=l 
Ya hemos impues to l a s (n-1) condiciones a r b i t r a r i a s , por lo que la der i -
vada n - s i m a queda rá : 
y ( n = I C. (x). y f n (x) + z C!(x) y ( n _ 1 ( x ) 
1=1 1 1 i - 1 1 ' 
Sust i tuyendo (16), (17) y (18) en (15) y teniendo en cuenta que y , y , . . . , 
y e r an so luc iones p a r t i c u l a r e s de la homogénea , queda 
n . 
a Q I C U x ) . y J n ' 1 ( x ) = <p(x) (19) 
i=l 
Es t a ecuación (19), junto con las (n-1) obtenidas en (17), f o r m a n un s is -
t e m a l inea l no homogéneo, con d e t e r m i n a n t e W ^ 0, compat ib le y d e t e r m i n a d o , 
que nos d a r á los v a l o r e s de l a s incógni tas C^, C' , . 
C¡ = ^ ( x ) \ I c4 = k4 + / ^ ( x j d x 
C' = T íx) ( . , , . 1 C , = k , + / Y (x)dx 2 2 ) in teg rando sa le / ¿ 2 ¿ 
C< = Y (x) ) [ C = k + f Y (x)dx 
n n ' \ n n n 
y sus t i tuyendo en (16), ob t enemos como solución g e n e r a l de la ecuac ión c o m p l e t a . 
y = (k1 -f y > 1 ( x ) d x ) . y 1 + . . . + (kn + 7 > n ( x ) d x ) . y n 
P a r a unas condic iones in ic i a l e s dadas , se podr ían d e t e r m i n a r unívocame_n 
te los v a l o r e s de l a s c o n s t a n t e s . 
También se puede a p l i c a r e s t e método cuando conocemos un n ú m e r o insu 
f ic ien te de so luc iones p a r t i c u l a r e s de la ecuación homogénea . Si c o n o c e m o s h 
so luc iones p a r t i c u l a r e s y la ecuac ión es de o rden n, se puede r e d u c i r a o t r a de 
o r d e n n - h . V a m o s a a p l i c á r s e l o a l c a s o n = 2, h = 1. 
Sea la ecuac ión c o m p l e t a 
a 0 ( x ) . y " + a^(x)• Y1 + a 2 ( x ) y = <p (x) (20) 
y la homogénea : 
a 0 ( x ) . y " + a^(x) . y ' + a 2 ( x ) . y = 0 (21) 
de la que se conoce só lo la so luc ión p a r t i c u l a r y = y^ 
y = c 1 > y i (22) 
s e r á t a m b i é n so luc ión de (21). Supongamos que C^ es func ión de x , C^ = C^(x), 
y v a m o s a t r a t a r de d e t e r m i n a r d icha func ión p a r a que (22) sea la solución gene-
r a l de (20). La única condic ión que se debe c u m p l i r es que la función de (22) 
y sus d e r i v a d a s s a t i s f a g a n la ecuac ión (20). Como sólo hay una incógni ta , no dis_ 
ponernos de ningún g r a d o de l i b e r t a d . 
y = C , . y 1
 i ' 1 
a e r i v a n a o : 
y =
 C l . y i + C - . Y l 
y " = C . y " + 2C' .y 1 + C " . y 
sus t i t uyendo en (20) y t en iendo en cuenta que y^ es solución de la homogénea qu£ 
da 
a o ( 2 C r 7 i + + ai Ci' yl = 
a o - y i - Í T + c ' < 2 a o - n + a i y i ) i p ( x ) 
que es una ecuac ión l i nea l de p r i m e r o r d e n en C . 
In t eg rando s a l d r á : 
Kj - - K^  j 
C = / Y (x, k )dx + k 2 
y sus t i t uyendo en (22), se o b t e n d r á la so luc ión g e n e r a l de (20), de la f o r m a : 
y = £ k 2 + / k 1 ) d x j . y 1 
5 . 7 . - F ó r m u l a de L i o a v i l l e - O s t r o g r a d s k i . -
(n-1 
E s t a f ó r m u l a r e l a c i o n a el coef ic ien te de y en una ecuación d i f e r e n c i a l 
homogénea de o rden n . i (23) (n- / v (n - i . . y .+ P,(x).yv • • +. . . + P (x).y = o i n 
y el wronsk iano de n so luc iones p á r t i c u l a r e s l inea lmente independientes de e l la , 
Y, 
La in t eg ra l g e n e r a l de (23), s e r í a : 
y = C j - yA + C 0 . y 0 + . . . + C y 1 1 2 2 n n (24) 
de r ivando n v e c e s , se obt iene: 
y ' = C . y' + C . y' +. . .+ C . y ' 1 1 2 2 n n 
( n r- ( n r- ( n . r ( n y -y, + c o • y? +• • •+ c„-y n 1 1 ¿ ¿ n  
(25) 
La e l iminan te de l a s n ecuac iones (25) y la (24), nos da rá la ecuación -
d i f e r e n c i a l (23). B a s t a r á e x p r e s a r la compat ib i l idad de l s i s t e m a de (n + i) e c u a -
c iones y n incógni tas , ob ten iéndose como condición 
y y t y 2 * •• y n 
y' y[ y 2 * = 0 
(n (n 
y y.. y ( n • 2 
-
y i n 
D e s a r r o l l a n d o por los ád jun tos de la p r i m e r a co lumna, se obt iene 
= 0 y . W - y ^ . W + 
s iendo: 
W = 
y i y 2 - • y n ' y l y 2 - • y n 
n n •• •
 y ; y i y 2 • y ; 
y ( n - 2 y M . . y ( n - 2 
n 
W' = 
y i n - . y (
n
"
2 
n 
(n-1 M 
y i y 2 
(n-1 
•
 y n 
yÍ (n y 2 - In • y n 
(26 ) 
es t e segundo d e t e r m i n a n t e es la d e r i v a d a W' del wronsk i ano W, como se puede co_m 
p r o b a r r e c o r d a n d o las r e g l a s de de r ivac ión de d e t e r m i n a n t e s func iona le s . 
Ident i f icando (26) con (23), se obt iene: 
P i ( x ) = _ _ | L ; JL^L = _ P 1 (x )dx 
- / P (x)dx 
LW = •• / P 1 ( x ) d x + LC; W = C . e 
Si Pj(x) = 0, W = C y por lo tanto se puede d e c i r que en e s t e ca so , el 
wronsk iano de n, so luc iones p a r t i c u l a r e s l i nea lmen te independientes es cons t an t e . 
6. - Ecuaciones , l inea le8^e jgoef íg iey¡ r te s . -
Se l l a m a n a s í a l as ecuac iones l i nea l e s , t a l e s que todos los coe f i c i en t e s 
a. son cons t an te s : o sea son de la f o r m a : i 
a 0 . y ( n + a ^ " - 1 + a r y ( n " 2 + . . . + a ^ . y - + a n . y = tp (x) (27) 
s iendo a . = cons t an t e . (i = 0 , 1 , . . . , n), ó con notación s imból ica 
P(D)y = (p (x) (28) 
R e s o l v a m o s p r i m e r o la ecuac ión homogénea 
a . y^n -f a , . y ^ 1 " 1 +. . .+ a , .y 1 + a y = 0 (29) 0 1 n - 1 n 
o lo que es lo m i s m o : 
P(D)y = 0 (30) 
rx Las so luc iones p a r t i c u l a r e s de (29) pueden s e r de la f o r m a e , s iendo r 
atante. En el 
, . . . , n), se obt iene: 
r x (i i r x 
una cons tan t fec to , sus t i tuyendo en (29), y = e , y = r . e , (i = 1, 2, 
, n n - 1 . rx ( a . . r + a . r •{-...+ a . „ r + a ). e = 0 v
 0 1 n - 1 n ' 
como e r X 0, se t e n d r á : 
a . r n + a r 1 1" 1 +. . . + a , . r + a = 0 (31) 0 1 n - 1 n 
A la ecuac ión (31) se le l l ama "ecuac ión c a r a c t e r í s t i c a " . Sus r a í c e s nos 
d a r á n los v a l o r e s de r p a r a los que e T X es solución p a r t i c u l a r de (29). Se pueden 
p r e s e n t a r los s igu ien tes c a s o s : 
a) Todas l a s r a í c e s de la ecuac ión c a r a c t e r í s t i c a (31) son d i f e r e n t e s . 
En e s t e ca so , t e n e m o s n so luc iones p a r t i c u l a r e s de la ecuac ión (29), 
r l X r 2 X 
e , e , , e 
r x 
n 
l i n e a l m e n t e independien tes , ' ya que el wronsk i ano de e l l a s se l leva a un d e t e r m i 
nante de Vande rmonde 
W = 
r x r „ x 1 2 
e e 
r i X r 2 X 
r l e r 2 e 
r x 
n 
r x 
n 
r e 
n 
, r x r x , r x 
n - 1 1 n - 1 2 n - 1 n 
r . e r_ e . . . r . e 1 2 n 
( r „ + r „ + . . . + r )x v
 1 2 n ' 
1 1 
r „ r 2 n 
1 n - 1 n - 1 
r 2 n 
( r , + r +. . . +r )x 1 2 n (r . - r . ) . ( r - r ). v
 1 n - 1 1 n ' 
(r - r . ) . ( r - r ). v
 2 n - 1 ' 2 n 
(r - r ) . ( r - r ). 
n - 2 n - 1 n - 2 n' 
i g u a l e s . 
•(r ,~r ) 
n - 1 n 
E s t e t e r m i n a n t e de V a n d e r m o n d e e s d i s t in to de c e r o , por no h a b e r dos 
La i n t e g r a l g e n e r a l de la (29), s e r á : 
r ^ x r x r x 
y = C . . e + C , . e +. . .+ C . e n 
. 1 2 n 
b) R a í c e s c o m p l e j a s de la ecuac ión c a r a c t e r í s t i c a . -
En el c a s o a n t e r i o r no h e m o s hecho d i s t inc ión r e s p e c t o de que las r a í c e s 
de la ecuac ión c a r a c t e r í s t i c a (31) f u e r a n r e a l e s ó c o m p l e j a s . Es por lo tanto ap l i -
cab le el m i s m o r a z o n a m i e n t o p a r a el c a s o de que la ecuac ión (31) tenga r a í c e s 
c o m p l e j a s s i m p l e s . Sin e m b a r g o , los. r e s u l t a d o s pueden e s c r i b i r s e de o t r o modo , 
p a r a que no a p a r e z c a n t é r m i n o s c o m p l e j o s en e l l o s , s i r a z o n a m o s del s igu ien te 
r 
e 
modo: 
Como la ecuación (31) es de coe f i c i en te s r e a l e s , si t iene una ra i z com 
pie ja s imple r^ = OC + p j , t endrá la conjugada r = OC - j3j. 
Si a g r u p a m o s las dos soluciones p a r t i c u l a r e s c o r r e s p o n d i e n t e s a e s t a s dos 
r a í c e s t e n d r e m o s : 
C . e ^ + C e ^ = C + 
1 2 1 
oCx 
+ c e ^ - P ^ = e « X C C 4 e ^ + C , e " ^ ] 4 i ¿ 
= e £C^(cos J3x + j sen px) + Cuícos (3x - j sen p x ) ] = 
habiendo l l amado 
e ^ X [ A eos p x + B sen p x ] 
A = C 4 + C 2 , B = j C l - jC 2 
A s í pues , al pa r de r a í c e s i m a g i n a r i a s conjugadas OC + f3. j» le c o r r e s p o n -
den dos soluciones p a r t i c u l a r e s de (29) r e a l e s : 
OCx « x 
e . e o s p x , y e . sen p x 
c) R a í c e s múl t ip les 
Si la ecuación (31) t iene r a í c e s múl t ip les , se obtienen so luc iones de l t ipo 
e 1 X un n ú m e r o m e n o r que n, y por lo tanto debemos comple ta r e s t e n ú m e r o con 
o t r a s so luc iones p a r t i c u l a r e s . 
Vamos a d e m o s t r a r que s i la ecuación c a r a c t e r í s t i c a t iene la r a i z r^ de 
mul t ip l ic idad k, en tonces s e r á n soluciones p a r t i c u l a r e s de la ecuación (29), l a s k 
func iones : 
r .x r .x _ r .x , . r . x i x 2 x k -1 i 
e , x , e , x . e , . . . . , x . e 
P a r a el lo v e a m o s la f o r m a de l a s d e r i v a d a s r e s p e c t o a £ de la identidad 
P ( D ) e r X = e r X . P ( r ) 
y t engamos en cuenta la pe rmutab i l idad de las d e r i v a d a s r e s p e c t o de r y r e s p e c t o 
de x, 
d rx rx 
— P ( D ) e = e [x. P(r) + P ' ( r )3 = 0 si £ es r a i z doble al menos 
a ñ r x 
— P(D) e f X = P(D) = P(D) x . e r X = 0 , si r e s doble al menos 
r x 
luego x . e s a t i s f ace la ecuación (29), si r_ es r a i z doble al menos de la ecuación 
c a r a c t e r í s t i c a (31). 
Análogamente con l a s segundas de r ivadas , 
d^ rx r x _ 2 
d r 2 
P(D)e = e [x . P(r)+2x. P ' ( r ) + P" ( r ) ] = 0, si r es r a i z t r i p l e a l menos 
,2 2 r x _ 
el rx Q g ¿ i*x 
— P(D)e = P(D) — = P(D) x . e = 0, s i r es r a i z t r i p l e a l menos 
dr dr 
luego si _r es r a i z t r i p l e al menos , l as funciones e r X , x e r X y x 2 . e T X s a t i s f a c e n 
la ecuac ión (29). En g e n e r a l vemos que se cumple que si es r^ una ra iz múl t ip le 
de orden k, son so luc iones p a r t i c u l a r e s de (29), las func iones 
r.x r . x r . x , . r . x i i 2 i k -1 i 
e , x . e , x . e , . . . , x , e 
Más g e n e r a l todavía , si la ecuación (31), t iene como r a í c e s r , r^ , . . . , 
r , con orden de mul t ip l ic idad OC. , OC, . . . , OC r e s p e c t i v a m e n t e , la in t eg ra l gene -p 1 2 p 
r a l de (29) s e r á de la f o r m a : 
r x r x r x 
y = P (x). e + P ^ (x). e + . . . + P„, . (x). e P y
 oC -lv ' OC -lv ' X -lv 1 1 2 p 
siendo P v (x) pol inomios de coe f i c i en tes i nde t e rminados y g rados k-1 r e s p e c t i v a -
m e n t e . Se t endrá : 
OC + Oí +. . . + OC = n 1 2 p 
s iendo ,n el g rado de la ecuación c a r a c t e r í s t i c a (31). 
Si la ecuación c a r a c t e r í s t i c a t iene las r a í c e s mú l t i p l e s c o m p l e j a s con juga-
das p+q j de mul t ip l ic idad OC , la ecuación (29) t endrá las s igu ien tes 2 OC soluciones 
r e a l e s c o r r e s p o n d i e n t e s a e s t a s r a í c e s 
Spx px 2 px OC -1 px e . cosqx, xe , cosqx, x e . cosqx x . e , eos qx px px 2 px OC -1 px 
e . s e n q x , xe . s e n q x , x e . s e n q x , . . . , x . e . s e n q x 
que se pueden a g r u p a r en la solución g e n e r a l de (29), en la f o r m a : 
e P X . f P „ (x). eos qx + Q . (x). sen qx ] L
 OC -1 ' OC -1 
6 . 1 . • Ecuación comple ta de coef ic ien tes c o n s t a n t e s . -
P a r a r e s o l v e r la ecuación comple ta 
P(D)y = <P(x) 
conociendo la solución g e n e r a l de la homogénea (29), se puede r e c u r r i r a l mé todo 
ya dado de va r i ac ión de cons tan tes , pe ro s i el g r a d o de la ecuación es a l to , r e s u l 
ta bá s t an t e l a rgo en la p r á c t i c a . 
O t r o p roced imien to que t ambién v i m o s cons i s t í a en s u m a r a la solución -
g e n e r a l de (29) una solución p a r t i c u l a r de la comple ta (32). A e s t e fin, vamos a -
ind icar a lgunas r e g l a s p r á c t i c a s que ayuden a la d e t e r m i n a c i ó n de so luc iones parti^ 
c u l a r e s de (32), de a c u e r d o con la exp re s ión de l segundo m i e m b r o de (32), <p (x). 
\ ~ / \ <Xx a) |p (x) =; a . e 
En es te caso , s i oC no es r a i z de la ecuación c a r a c t e r í s t i c a , se pueden 
OC x ha l l a r soluciones p a r t i c u l a r e s de la f o r m a ^ = k . e 
Ux 
e Si OC es r a i z s imple de (31), p r u é b e s e con TJ = k . x 
_  2 Ct x 
Si OC es r a i z doble de (31), p r u é b e s e con i| = k . x . e 
p cc x 
Si OC es r a i z de orden p de (31), p r u é b e s e con T) = k . x . e 
b) tfi(x) = a . eos P x -f b . sen P x (aunque a o b sean nu los) . 
Si pj no es r a i z de (31), p r u é b e s e con Ti = h . eos P x + k. s e n P x . Si pj es r a i z s imple de (31), p r u é b e s e con TJ = hxcos p x + kxsen p x . 
2 2 Si pj es r a i z doble de (31), p r u é b e s e con T) = hx eos 0 x + kx sen px. 
Si pj es r a i z de orden p de (31), p r u é b e s e con TJ = h . x ^ c o s p x + kx^sen p x . 
c) <p(x) » C Q x h -f C i . x h ' 1 + C ^ . x + C ^ s P j x ) 
Si en la ecuación (29), a^ -/í 0, se puede p r o b a r con o t ro pol inomio de l 
m i s m o g rado h con coe f i c i en tes i nde t e rminados 
H = Q h (x) = b f i x h + b d x h _ 1 + . . . + b h 
h+2 . , , 2 
h Si a = a = 0. p e r o a _ ^ 0, p r u é b e s e con: T) = x .Q, (x) = b n . x +. . . + b n n - 1 n-r.2 h 0 
Si a^ = 0, p e r o a n 4 P» p r u é b e s e con: H = x .Q^(x) = b Q . x h + 1 + b^.x*1*, . . +bh-X 
d) cp(x) = P L ( x ) . e r X 
Si _r no es r a i z de (31), p r u é b e s e con n = Q (x). e r X 
Si r es r a i z s imp le de (31), p r u é b e s e con í\= x . Q ^ ( x ) . e r x 
Si £ e s r a i z de o r d e n p de (31), p r u e b e s e con TI = x . Q h ( x ) . e 
E s t e c a s o c o m p r e n d e los a n t e r i o r e s , ya que s i r = 0, s a l e el c a s o (c); -
s i P h (x) = 1, se obt iene el c a s o (a); s i P^(x) = 1 y r e s i m a g i n a r i o sa le e l (b). 
e) cp(x) 5 A (x) +: B(x) -f C(x) 
Si e l segundo m i e m b r o es suma de v a r i a s f unc iones , se ha l l an l a s solucio 
n e s p a r t i c u l a r e s de cada una de l a s e cuac iones s igu i en t e s : 
P(D)y = A(x)
 Y í = Y l ( x ) 
P(D)y = B(x) y
 2 = y2(x) 
P(D)y = C(x) y 3 = y3(x) 
La solución p a r t i c u l a r s e r á y^ + y^ + y 
7. - Ecuac ión de E u l e r . -
Una de l a s pocas e c u a c i o n e s de c o e f i c i e n t e s v a r i a b l e s , que puede i n t e g r a r 
se de modo e l e m e n t a l , t r a n s f o r m á n d o l a en o t r a de c o e f i c i e n t e s c o n s t a n t e s , e s la •< 
de E u l e r que t i ene la f o r m a : 
a 0 ( a x + b ) n . y ( n + a ^ a x + b ) 1 1 " 1 . y ( n _ 1 + . . . + a n ^ a x + b) . y' + y = <p (x) (33) 
E f e c t u a m o s el c a m b i o de v a r i a b l e independ ien te , def in ido por : 
t 
ax + b = e 
t 
e - b dx 1 t 
. e 
a ' dt a 
L a s d e r i v a d a s s u c e s i v a s se c a l c u l a r á n a s í : 
v . - _ á £ _ _ ÉL_ a (34) 
dx " _ J _ t a ' dt • ® 
dt a ® 
D e r i v a n d o r e s p e c t o a t l o s dos m i e m b r o s de (34) s a l e : 
2 . ,2 d y cbc 
= a - , . - ' r - ^ f . - ^ j 
, 2 • dt " • " - 2 dt dx dt 
de donde 
A r - < 3 5 > dx dt 
Vo lvemos a d e r i v a r r e s p e c t o de t_ (35) y s e ob t i ene : 
.
 5 a
2
 . e ' 2 t r - ^ ~ - - 2 +
 2 1 
, 3 • dt " a • e L
 3 2 * 2
 + C
 dt J dx dt dt dt 
= a 3 . e " 3 t C - ^ V - 3 - ¿ f - + 2 - g - ] (36) 
d x 3 d t 3 dt d t 
y a s í s u c e s i v a m e n t e . 
Sust i tuyendo en (33), x, y l a s s u c e s i v a s d e r i v a d a s de y h a l l a d a s en (34), 
(35), (36), . . . , s e obt iene una ecuac ión de c o e f i c i e n t e s c o n s t a n t e s de la f o r m a : 
b . + b . . + . . . + b . . -M- + b . y = Y (t) (37) 0 n 1 , n - 1 n - 1 dt n dt d t r 
I n t e g r a m o s (37) y d e s h a c e m o s e l c ambio , poniendo: 
t = L(ax + b) 
8. - E j e r c i c i o s 
2 
8 , ' l j - R e s o l v e r la ecuac ión x y " + y' = x . 
R e s o l v a m o s p r i m e r o la homogénea x y " + y1 = 0 
x _ á x l _ v , . dY' = d x 
dx " "Y ' y ' X 
Ly1 = - L x + L C 4 
y . ' X 
' x 
y l a so luc ión g e n e r a l de la homogénea s e r á : 
y = c r L x + c 2 
- 2 2 8 - AMPLIACION DE MATEMATICAS 
A p l i c a m o s el mé todo de v a r i a c i ó n de c o n s t a n t e s p a r a h a l l a r la so luc ión 
g e n e r a l de la comple ta ; C = G (x), C = C (x). 
X 1 u L» 
y = C 1 ( x ) . L x + C 2 (x) 
Der ivando : „ 
y ' - - h a c e m o s C1, . Lx + C' - 0 
x 1 2 (1) 
c
„ ci 1 1 y " = - •  •• • + ; sus t i tuyendo en la comple t a sa le 
X 
C' . = x 
1 x (2) 
de (1) y (2), s a l e : 
(C 4 (x ) = - V + k 4 
) 3 3 
lC 2 (x ) = - X . L x + X + k 2 
sus t i tuyendo sa le como so luc ión g e n e r a l de la c o m p l e t a . 
3 
y = x 9 + c r L x + C 2 
3 8 . 2 . - R e s o l v e r x y " - y' + 4x y = 0 
Se obt ienen l a s so luc iones p a r t i c u l a r e s : 
2 / y^ = sen x 
1 2 
f y 2 = C O S X 
luego la solución g e n e r a l s e r á : 
2 2 y = C. sen x + C_ eos x 1 2 
8 . 3 . - R e s o l v e r y " ' - 3y" + 3y' - y = 0 
3 2 
la ecuac ión c a r a c t e r í s t i c a es r - 3r + 3r - 1 = 0 y t i ene de r a í c e s r = 1 ( t r i -
pie) , luego la so luc ión g e n e r a l s e r á : 
x „ x _ 2 x y = C , e + C x e + C , x e 1 2 3 
8 . 4 . - R e s o l v e r : y1" + 4 y ' = 0 
3 
ecuación c a r a c t e r í s t i c a r + 4 r = 0, de r a í c e s 0, + Zj, luego la solución general 
s e r a : 
y = C^ + C^ eos 2x + C^ sen 2x 
flv 8 . 5 . - R e s o l v e r : yv + 5y" - 36y = 0 
ecuación cara 
g e n e r a l s e r á : 
4 2 
c t e r í s t i c a r + 5r - 36 = 0, de r a í c e s + 2, + 3j, luego la solución 
2x -2x y - C , . e + C _ . e + C , . e o s 3x + C . aen 3x 1 ¿ i 4 
8 . 6 . - R e s o l v e r : y"» + 3y" - 4y = x . e " 2 x 
3 2 , ' r = 1 
ecuación c a r a c t e r í s t i c a r + 3r - 4 = 0 de r a í c e s 
( r = -2 (doble) 
La solución g e n e r a l de la incomple ta s e r á : 
x -2x -2x y - C^ e + C^ e + C^ s e 
P o r s e r -2 r a i z doble de la ecuación c a r a c t e r í s t i c a , se puede b u s c a r una 
solución p a r t i c u l a r de la f o r m a : 
, , , v 2 -2x Ti = (ax + b) . x . e 
Der ivando é ident i f icando, sa le : 
1 . 1 
a =
 - I T ' b = - U 
y la solución g e n e r a l de la comple ta s e r á : 
2 
_ x . _ -2x . _ -2x x . , .. -2x 
y - C^ e + C 2 e + C 3 x e - ~ j f (x + i ) . e 
8 . 7 . - Solución g e n e r a l de: y " + y = x . sen x . 
r 2 t 
La ecuac ión c a r a c t e r í s t i c a r + 1 = 0, t i ene de r a í c e s + j . 
La solución g e n e r a l de la homogénea s e r á : 
y = C eos x + C sen x 
B u s q u e m o s una solución p a r t i c u l a r TI de la c o m p l e t a . Será de la f o r m a ; 
H = x £(ax + b) . eos x +(cx + d)sen x 3 
Der ivando , sus t i tuyendo en la ecuac ión comple t a é iden t i f icando se obt iene : 
1 
4 •, b = c = 0, d 
2 
x , x T] = - — - — . e o s x + - r s e n x 4 4 
y lá so luc ión g e n e r a l de la comple t a s e r á : 
2 
y = C . e o s x + C , s e n x - — 7 — eos x + —7— sen x 7
 1 2 4 4 
8 . 8 . - R e s o l v e r : y 1" + y1 = tg x . sec x . 
3
 r 
La ecuac ión c a r a c t e r í s t i c a r + r = 0, t i ene de r a í c e s 
r = 0, r = + j 
La solución g e n e r a l de la homogénea e s : 
y = C, + C„ eos x + C s e n x 1 2 3 
P o r v a r i a c i ó n de c o n s t a n t e s , se obt iene c o m o soluc ión g e n e r a l de la ecua-
ción c o m p l e t a : 
y - C + C eos x -h C„ sen x + sec x + eos x . L eos x - tg x . sen x + x . sen x 1 2 3 
2 
9. - R e s o l v e r la ecuac ión : x y " + xy ' + y = 1 
E s de E u l e r ; se h a c e el c a m b i o : 
x - e
l
. J Z - _
 e ' t _ d y _ . d 2 y = -2 t _ d I _ ) x
 -
 e
 ' dx " dt ' 2 6 1 , 2 dt ' 
dx dt 
Sus t i tuyendo en la ecuac ión dada queda: 
,2 
+ y = ! dt 
ECUACIONES D I F E R E N C I A L E S . D E OEDEN SUPERIOR A L P R I M E R O . 
D I F E R E N T E S TIPOS. 
cuya solución g e n e r a l conduce a: 
y = C coa t + C_ s e n t + 1 A 6 
d e s h a c i e n d o e l c a m b i o £ = Lx 
y = C . cos (Lx) + C - . s e n ( L x ) + 1 

SOLUCIONES DE ECUACIONES D I F E R E N C I A L E S MEDIANTE S E R I E S 
1 . - R e s u m e n de c o n o c i m i e n t o s a n t e r i o r e s . 
Toda e x p r e s i ó n de la f o r m a : 
00 l 
vr a, . (x - x„) k v O' ( i ) k=0 
donde a ^ y x^ son c o n s t a n t e s , s e l l a m a una s e r i e de p o t e n c i a s en x - x ^ , y se d i c e 
que e s c o n v e r g e n t e en x^ s i la s e r i e n u m é r i c a ob ten ida de e l l a h a c i e n d o x=x^ lo -
e s . R e c o r d e m o s que toda s e r i e de p o t e n c i a s en x - x ^ , c o n v e r g e en todo un i n t e r v a -
lo c e r r a d o de la f o r m a | x _ x Q | <R, con O ^ R ^ o o . A R s e le l l a m a r a d i o de c o n v e r -
g e n c i a de la s e r i e (1). Toda s e r i e de po tenc i a con r a d i o de c o n v e r g e n c i a R d e f i n e 
una func ión f en e l i n t e r v a l o j x - x ^ j <R y se p o d r á e s c r i b i r : 
,./ \ / \k 
f M = i a k - ( x - x 0 ) 
k=0 K U 
(2) 
Una s e r i e de p o t e n c i a s puede s e r d e r i v a d a t é r m i n o a t é r m i n o s in que p o r 
e l lo c a m b i e su r a d i o de c o n v e r g e n c i a ; la s u m a de la s e r i e ob ten ida d e r i v a n d o t é r -
m i n o a t é r m i n o los t é r m i n o s de una s e r i e p o t e n c i a l t i e n e c o m o e u m a la d e r i v a d a 
dé la s u m a de la s e r i e o r i g i n a l . O s e a , s i ( i ) t i e n e c o m o s u m a f(x) , s e t i e n e : 
f ' (x) = £ k . a ) r . ( x - x 0 ) k - 1 
k=l 
f»(x) = ~ k ( k - l ) . a k . ( x - x Q ) 
k=2 
k - 2 
t e n i e n d o t o d a s l a s s e r i e s a s í o b t e n i d a s e l m i s m o i n t e r v a l o de c o n v e r g e n c i a de (1), 
o s e a | X - X Q | <R. 
P a r a c a l c u l a r e l i n t e r v a l o y e l r a d i o de c o n v e r g e n c i a , se puede a p l i c a r e l 
c r i t e r i o de l c o c i e n t e , de la s i g u i e n t e f o r m a : 
l i m 
n_«- oa 
11+ 1 
/ \ n + 1 3 n + l * 0 
= l i m = l i m 
a n + l 
u 
a n - ( x - x 0 ) n a n n—»- oo n—*>oo n 
x - x 0 L x - x 0 < 1 
de donde : 
l x " x o l < ~ = R 
Sí R = 0» sólo converge en el or igen; si R = oo es convergente en todo el 
campo r e a l . R e c u é r d e s e que lo que sucede en los e x t r e m o s del in terva lo de con 
ve rgenc ia debe s e r es tudiado en cada c a s o p a r t i c u l a r por s epa rado . 
Toda función f(x) que pueda r e p r e s e n t a r s e por una s e r i e de po tenc ias con-
ve rgen te de la f o r m a (2), en un in te rva lo ab ie r to I a l r e d e d o r del punto xQ, es ana 
l í t ica en x Q . O sea f(x) es anal í t ica en xQ, s i es d e s a r r o l l a b l e en s e r i e de Tay lor 
en un entorno de x Q . A s í pues , una función anal í t ica f(x) es derivable» admi t iendo 
d e r i v a d a s de cua lquier orden , en todos los puntos de I, p e r o a d e m á s es anal í t ica 
en todos los puntos de I. La m a y o r í a de las funciones e l e m e n t a l e s , como polino 
m í a l e s , exponencia les , t r i g o n o m é t r i c a s , e tc . son ana l í t i c a s , 
2. - Soluciones anal í t ica s de ecuacioneg d i f é r e n c i a l e s l i n e a l e s . -
Las funciones ana l í t i c a s a p a r e c e n en el es tudio de las ecuac iones d i f e r e n -
c i a l e s por el hecho de que las so luciones de cua lquier ecuación d i f e r enc i a l l ineal 
n o r m a l cuyos coe f i c i en tes y segundo m i e m b r o son ana l í t i cos en un in te rva lo I, son 
t a m b i é n ana l í t i ca s en I. Es t e r e s u l t a d o se conoce como el t e o r e m a de exis tenc ia -
pa ra ecuac iones con coe f i c i en tes ana l í t i cos y, a d i f e r enc i a de lo que sucede con la 
m a y o r pa r t e de los t e o r e m a s de ex is tenc ia sobre ecuac iones d i f e r e n c i a l e s , p ropor -
ciona una técnica pa ra el cá lcu lo de so luc iones . El " t e o r e m a de ex is tenc ia pa ra 
ecuac iones con coe f i c i en tes a n a l í t i c o s " dice a s í : 
C o n s i d e r e m o s la ecuac ión d i f e r e n c i a l l ineal de orden n cuyos coef i c i en tes 
y segundos m i e m b r o s son ana l í t icos en el in te rva lo a b i e r t o I, 
n n -1 
+ ( x ) . ^ - - - f - + . . . f a (x), y = h(x) (3) 
n n - i n - i u dx dx 
Sea XQ un punto a r b i t r a r i o pe r t enec i en t e a I, y supongamos que los d'esa -
r r o l i o s en s e r i e de po tenc ias de los coe f i c i en t e s a (x), . . . » a n _ 1 ( x ) « h ( x ) . convergen 
todos en el i n t e rva lo j x - x Q | < R , R >0 . En es t e caso , toda solución dé (3) que e s t é 
def inida en el punto x^ es ana l í t i ca en ese punto, y su d e s a r r o l l o en s e r i e de po 
t e n c i a s a l r e d e d o r de x^ converge t ambién en el in te rva lo ¡x -x^ |<R. 
O b s é r v e s e que e s t e t e o r e m a no sólo a f i r m a la ana l i t i c idad de las so luc iones , 
sino t ambién e spec i f i ca un in t e rva lo en el que conve rgen los d e s a r r o l l o s en s e r i e de 
po tenc ias de e s t a s so luc iones . Sin e m b a r g o , no se e spec i f i ca el c o m p o r t a m i e n t o de 
t a l e s s e r i e s f u e r a "de e s t e in te rva lo , puediendo e x i s t i r ecuac iones cuyas so luc iones 
en s e r i e convergen en un in t e rva lo mayor que el cnns ide rado a n t e r i o r m e n t e . 
E j e m p l o . Ha l l a r la solución gene ra l de: 
y" + x y' + y = 0 (4) 
en el in te rva lo ( - oo, oo). 
Es t a ecuac ión s a t i s f ace la h ipó tes i s del t e o r e m a a n t e r i o r , por lo que cada 
una de sus so luc iones t i ene un d e s a r r o l l o en s e r i e de po tenc ias a l r e d e d o r de x^ = 
= 0, convergente p a r a todos los v a l o r e s de x . P a r a ha l l a r l as so luc iones , u t i l iza -
r e m o s e l método de los coef ic ien tes i nde t e rminados como s igue . 
Sea y(x) una solución p a r t i c u l a r de (4). E x p r e s e m o s es ta función med ian te 
la s e r i e : 
y(x) = Z a k • 
k=0 K 
(5) 
y der ivando: 
./ \ oo . k - 1 y«(x) =
 £ k . a x 
k=l 
y"(x) = j k ( k - l ) . a x k ' 2 
k=2 
Sust i tuyendo e s t a s s e r i e s en (4) queda: 
e-o , , k - 2 k 00 k 
Z k . (k -1 ) . a . x + i k . a x + £ a . x = 0 
k=2 K k=l * k=0 K 
(6) 
Ident i f icando coe f i c i en te s queda: 
a Q + 2a 2 = 0 
( k + 2 ) . a k + 2 + a k = 0, k >1 
P a r a k p a r , se obt iene P a r a k i m p a r 
a 2 = " V 2 
a 4 = a 0 / 4 . 2 
a 6 = a 0 / 6 . 4 . 2 
a l = a l 
a 3 = a 4 / 3 
a 5 = a ^ / 5 . 3 
a ? = - a ^ / 7 . 5. 3 
, . . k 0 
a 2 k " ' (2k)(2k-2). . . 4 . 2 
k 1 
a 2 k + l = ' (2k+l ) (2k - l ) . . . 5 . 3 
Susti tuyendo en (5), se obt iene: 
2 4 2n 
Y(x) = + - f j - - . . .
 + ( - ! ) " ( 2 n ) ( 2 n X , 2 ) , . . 4 . 2 + • •• 3 + 
3 5 2n+l 
a, Cx - - V ^
 + M - D " { Z n + i ) { ^ i ) . , . 5 m y (7) 
Debemos de m o s t r a r que (7) es la solución g e n e r a l de (4), en (-00,00). Pa_ 
r a ello e s c r i b i m o s (7) de la f o r m a : 
y(x) = a Q . y 0 ( x ) + a 1 . y 1 ( x ) (8) 
s iendo: 
2n 
/ \ A . ^ / A\n X yn(*) = 1 + 1 (-1) . 0 W
 n = l (2n). (2n-2) . . . 4 . 2 
w
 n x y (x) = x + £ (-1) 
2n+l i <9> 
n = 1 ( 2 n + l ) . ( 2 n - l ) . . . 5 . 3 
P o r el c r i t e r i o del coc ien te , se puede c o m p r o b a r que el r ad io de conver -
gencia de YQ(x) é y^(x) es R = 00; luego la (8) t e n d r á t a m b i é n de r ad io de conver -
gencia R =00. A d e m á s , como y^ e y^ son cada una de e l l a s solución de (4), y 
y0(0) = 1 y ' 0 (0) = 0 
y 1 ( ° ) = o y - j o ) = 1 
y^ e son l i nea lmen te independientes en (-00,00) y por lo tanto (8) es la solución 
g e n e r a ] ' d e (4). 
3. - Ecuac ión de L e g e n d r e . -
Se l l ama a s í a la ecuación: 
(1 - x 2 ) y " - 2xy' + \ ( X+l)y = 0 (10) 
donde X e s una cons tan te no nega t iva , y que a p a r e c e en la solución de n u m e r o s o s 
p r o b l e m a s f í s i c o - m a t e m á t i c o s . B u s c a m o s una solución de la form».: 
y(x) = £ a . x k (11) 
k=0 
Como el coe f i c i en te de y" se anula p a r a x = _+ 1, el t eo r em a de ex i s t enc ia 
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p a r a ecuac iones con coef ic ien tes anal í t icos sólo ga ran t i za que la s e r i e (11) conver 
g e r á en el in te rva lo ( - 1 , 1 ) . 
Sust i tuyendo (11) y sus dos p r i m e r a s de r i vadas en (10) quedará : 
( l - * 2 ) . <J k ( k - l ) . a x k - 2 - 2 x 2 k a v . x k " 1 + X(X+1). £ a ^ . x k = 0 
k=2 K k=l k k=0 k 
Igualando a c e r o los suces ivos coef ic ien tes se obtiene: 
I 2a 2 + X( X+l)aQ = 0 
< (X+2)( X-l)a1 + (3 .2) . a^ = 0 
/ ( k + 2 ) ( k + l ) . a k + 2 + ( X+k+1). ( X-k);a = 0 , k >y2 
y podemos obtener todos los t é r m i n o s en función de a^ y a^ . 
a = - iAJLÜA. 
2
 2
 0 
( X + 3) ( X-2) (X +3)( X+l)X( X-2) 
4 4 . 3 ' a2 ~ 4! a 0 
, , , k (X+2k-l)( X+2k-3). . . ( X+l)X( X-2). . .(X-2k+2) 
a2k ~ • (2k) ! a 0 
y los t é r m i n o s i m p a r e s sa len 
a _ (X+2)( X-l) 
3 ~ " 3! a i 
(X+4)( X-3) ( X+4). ( X+2) X( X-1)(X -3) 
5 " 5.4 *"3 " 5! " a l 
,
 n k ( X+2k)( X+2k-2). . . ( X+2)(X-1). . . (X -2k+l) 
a 2 k + l ~ ( ' 1 } ' (2k+l) ! ' a i 
La solución (11), se puede poner a s í : 
y(x) = a Q . y 0 ( x ) + a ^ y ^ x ) (12) 
s iendo a^ y a^ cons t an te s a r b i t r a r i a s y 
, (X+1)X 2 ( X+3)(X+1)X ( X-2) 4 ) 
y 0 W " 2! ~ 4! • ' * ( 
(13) 
V (x) - x (*+2)(X-l) 3 (X+4)(X+2)(X-l)(X-3) 5 
y l W " X ~ 3! A * 5! 
y como: 
y0(0) = 1 y o ( 0 ) = 0 
y 1 ( ° ) = 0 y ' ^ 0 ) = 1 
la e x p r e s i ó n (12) e s pues la solución g e n e r a l de la ecuac ión de L e g e n d r e de o rden 
X , (10), en el i n t e rva lo ( - 1 , 1 ) . 
Cuando X e s un n ú m e r o e n t e r o , no negat ivo, son de g r a n i n t e r é s l a s solo 
c iones de la ecuac ión de L e g e n d r e ; cuando X= 2n, n = 0, 1 , 2 , . . . , la s e r i e y se 
c o n v i e r t e en un pol inomio de g r a d o 2n con po tenc ia s p a r e s de x; cuando X 2n+l , 
n = 0, 1, 2, . . . , n, la s e r i e y^ e s un pol inomio de g r a d o 2n+l con po tenc ias i m p a r e s 
de x . P o r lo tanto la ecuac ión de L e g e n d r e t iene so luc iones po l i nomia l e s p a r a todo 
v a l o r e n t e r o no negat ivo de l p a r á m e t r o X, que son los ya de f in idos po l inomios de 
L e g e n d r e . 
4 . - Ecuac ión de H e r m i t e . -
Se l l a m a a s í a la ecuac ión: 
y " - 2xy' + 2Xy = 0 (14) 
Si b u s c a m o s una so luc ión de la f o r m a : 
y(x) = £ a x k (15) 
k=0 
d e r i v a n d o dos v e c e s (15) y sus t i t uyendo en (14), se ob t iene : 
f k . ( k - l ) . a , . x k ~ 2 - 2x f ka x k ' 1 + 2 X J a x k = 0 
lc=2 k=l k=0 
iden t i f i cando los c o e f i c i e n t e s queda : 
y(x) - a 0 C1 - ¿ • - ' ' W N 
t ^ [ x . -Misli- J + ^ ^•< > - m - 3 | J _ ^ - ( H H M I » l , 
o sea 
y(x) = a 0 . y 0 ( x ) + y ^ x ) 
s i endo a„ y a , dos c o n s t a n t e s a r b i t r a r i a s . 0 1 
Si X es un e n t e r o p a r , X = 2p, la s e r i e y (x) se c o n v i e r t e en un po l inomio 
de g r a d ó X; s i X es un e n t e r o i m p a r , X = 2p+l , la s e r i e y (x) se c o n v i e r t e en un 
pol inomio de g r a d o P a r a los v a l o r e s p a r t i c u l a r e s : 
a = ( - l ) P - I M 1 _
 a _ M ) P (2p)! 0 y 1 ' p! l - l *> ' p! 
los po l inomios obten idos se l l a m a n po l inomios de H e r m i t e . 
5 . - Pun tos s i n g a l a r e s . -
C o n s i d e r e m o s la ecuac ión d i f e r e n c i a l l inea l homogénea de segundo o r d e n 
p(x) . y " + q(x) . y> + r (x ) . y = 0 (16) 
en la, que sus c o e f i c i e n t e s son ana l í t i cos en c i e r t o i n t e r v a l o a b i e r t o I. Supongamos 
que ex i s t e un v a l o r x Q de I t a l que p(xQ) = 0 a l que l l a m a r e m o s punto s i n g u l a r de 
la ecuac ión (16). P o r la ana l i t i c idad expues ta de los coe f i c i en t e s de (16), la f unc ión 
p(x) t i ene un d e s a r r o l l o en s e r i e de po t enc i a s , vá l ido en c i e r t o i n t e r v a l o a l r e d e d o r 
de x 0 
P(x) = 2 a k ' ( x " x 0 ) 
k=0 
y como p(Xg) = 0, e x i s t e un e n t e r o pos i t ivo m t a l que 
t \ m / , , m i» . . k - m . . m , . 
P(x) = £ V ( x " x 0 ) = ( x " x 0 ) ' I a k - ( x " x 0 ) = ( x " x 0 ) - P 4 ( x ) 
k=m k=m 
donde p^(x) e s ana l í t i co en x Q y P^(xq) 0* Dividiendo (16) po r p^(x) queda d e la 
f o r m a 
JTQ (x-xQ) . y " + q ^ x ) . y< + r ^ . y = 0 (17) 
s i endo s u s c o e f i c i e n t e s q . = — , r , = — , a n a l í t i c o s en x „ , y c u m p l i é n d o s e q u e ' 
P 1 P 1 
la ecuac ión (17) e s equ iva len te a la (16) en un i n t e r v a l o a l r e d e d o r de e s e punto . 
E l c o m p o r t a m i e n t o de l a s so luc iones de (17) en un en to rno de x^ , depende 
d e l exponente m y de l va lo r de q^ en x^ , s iendo convenien te c l a s i f i c a r los puntos 
s i n g u l a r e s en r e g u l a r e s e i r r e g u l a r e s de l s igu ien te modo: 
D e c i m o s que un punto x e s un punto s ingu la r r e g u l a r de la ecuac ión d i fe-0 1 " "i 
r e n c i a l l i n e a l h o m o g é n e a de segundo o r d e n 
p(x) . y " + q(x) . y ' + r(x) . y = 0 (16) 
s i e s Un punto s i n g u l a r y s i l a s f unc iones 
/ \ q(x) /
 x r(x) p . (x) = — y q . (x) = — r - f -M v y p(x) 1 i p(x) 
2 t i enen la p rop iedad de que (x-x ) . p . (x) y (x -x ) . q (x) son a la vez ana l í t i ca s en 
U x u x 
V 
O sea la ecuación (16) se puede e s c r i b i r de la f o r m a : 
( x - x 0 ) ? ' . y " + ( x - x 0 ) , q 2 ( x ) . y ' + r 2 ( x ) . y = 0 (18) 
s iendo q_ y r_ ana l í t i c a s en x„ . 
2 2 0 
Si un punto s ingular no es r e g u l a r , d i r e m o s que es un punto s ingu la r i r r e 
g u i a r . Todos los puntos no s ingu la res de la ecuación (16), en la que sus coeficien_ 
t e s son ana l í t i cos en x^, se l l aman puntos r e g u l a r e s . 
As í , la ecuac ión 
2 3 
x (x+1) . (x -1) . y" + xy ' - 2y - 0 
se puede e s c r i b i r de las f o r m a s 
2 x 2 
x y" + —- y' ~ y = 0 (x+1) . (x-1) (x+1) (x-1) 
/ <, 2 ,, . x - 1 , 2(x~l) 
• l ^ i F v - , = o 
por lo que los puntos s i n g u l a r e s x = 0 y x = 1 son puntos s i n g u l a r e s r e g u l a r e s . 
Én cambio x - -1 es un punto s ingular i r r e g u l a r ya que s i la e s c r i b i m o s a s í : 
, , 2 ,, , x + 1 . 2 (x+1) . y " + - — - . y ' - — y = 0 
x(x+1) '. (x-1) x (x+ l ) (x - l ) 
Los coe f i c i en te s de y é y' no es tán def in idos en x - -i. 
En g e n e r a l , los puntos s i n g u l a r e s r e g u l a r e s son r e l a t i v a m e n t e f á c i l e s de 
m a n e j a r ; se puede u t i l i z a r el método ele los coe f i c i en t e s i n d e t e r m i n a d o s con a lgunas 
m o d i f i c a c i o n e s (por e j e m p l o e n s a y a r so luc iones de la f o r m a : 
U 0° k 
y(x) (x-x ) . ^ a (x-x^) , "Método de F r o b e n i u s " ) . 
k=0 
En cambio , en los puntos s i n g u l a r e s i r r e g u l a r e s la s i tuac ión es mucho 
m á s compl i cada , pudiendo habe r ecuac iones que no t ienen so luc iones en s e r i e a l r e j 
dedor de dicho punto. 
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P o r s i m p l i c i d a d , l i m i t a r e m o s el es tud io a s i n g u l a r i d a d e s en el or igen» en 
cuyo c a s o la (18) queda de la f o r m a : 
2 
x y " + x . q 2 ( x ) . y ' + r 2 ( x ) , y = 0 
lo que no quita ninguna gene ra l i dad , ya que e l c a m b i o de v a r i a b l e s x - x Q = t , l l eva 
una s ingu la r idad de x Q a 0. 
6 . - Solución a l r e d e d o r de un punto s i n g u l a r . -
Dada la ecuac ión d i f e r e n c i a l 
2 
x y" + x . q(x). y' + r (x) . y = 0 (19) 
c u y o s c o e f i c i e n t e s q(x) y r(x) son func iones a n a l í t i c a s en x 0, v a m o s a i nd i ca r -
el p r o c e d i m i e n t o p a r a e n c o n t r a r a l m e n o s Una so luc ión de e l l a . 
Supongamos x > 0, y b u s q u e m o s una solución de la f o r m a : 
, . U oo k y(x) = x a . x 
k=0 k 
(20) 
s iendo aQ ^ 0. De r ivando dos v e c e s (20): 
U <x> k -1 y*(x) = x . £ (k+U). a x 
k=0 k 
y"(x )=x U . j (k+U). (k+U-1) .a x k " 2 
k¿0 k 
sus t i tuyendo y(x) y sus d e r i v a d a s en (19) queda: 
Q<3 Ir OO ]í' 00 Ir 
I (k+U). (k+U-1). a . * + q(x). v (k+U). a x + r(x) . j a x = 0 
k=0 k=0 K k=0 
(21) 
y como por h i p ó t e s i s q(x) y r(x) son a n a l í t i c a s en x = 0, se p o d r á n e x p r e s a r d e la 
s igu ien te f o r m a : 
, v o° k . . • <*>. k q ( x ) = Z %-x r(x) =
 z r X 
k=0 K k=0 
(22) 
s iendo a m b a s s e r i e s c o n v e r g e n t e s en un i n t e r v a l o |x ¡ <R. 
Sus t i tuyendo (22) en (21) s e obt iene : 
l (k+U). (k+U-1) .a . x k + ( *>(k+U).a x k ) ( £ q, . x ^ + í £ a x k ) . ( Z r . x*) 
k=0 K k=U k=0 K k=0 K k=0 
? 0 
(23) 
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p p r o pomo eji gfefaeral; 
/ / 00 K , ? u K °° k 
( I a v - x )•( z V x ' = Z C V X 1 k=0 K k=0 * k=0 k 
) k 
I s iendo c, = I a . . b, 
[ k j=0 J ^ 
la e x p r e s i ó n (23) se podrá e s c r i b i r a s í : 
k k 
y*0 C(^+U). (k+U -1 ) . a +
 T (j+UJ.a.-.q, . + y a . . r , ."] x = 0 
k l o k j=0 •> k - J jJo. J k ~ j J 
luego se debe c u m p l i r p a r a todo k > 0 
k 
(k+U). (k+U-1). a + E C(j+U).q + r Da : 0 
j _ 0 J J •> 
(24) 
p a r a k = 0, se obt iene: 
U(U- l ) + qQU + r Q = 0 (25) 
cuando k >^1, la (24) se t r a n s f o r m a en: 
k=l 
C(k+U)(k+U-l)+q 0 (k+U)+r 0 C ( j + U ) q k - j + r k - j ] a j r 0 (26) 
A la ecuac ión (25), se le l l a m a ecuac ión ind ic i a l a s o c i a d a con (19), s iendo 
una ecuac ión de segundo g r ^ d o en U cuyas r a í c e s son los v a l o r e s pos ib l e s de U en 
(20) y se l l a m a n los exponen tes c a r a c t e r í s t i c o s de e s a ecuac ión . 
L l a m e m o s I(U) a l p r i m e r m i e m b r o de la ecuac ión (25) 
I(U) = U(U- l ) + qQ. U + r Q 
sean U, y U„ l a s r a í c e s de la ecuac ión (25), I(U) = 0, s iendo R ( U , ) } R (U ) 1 2 e i e ¿ , (R -e 
pa r t e r e a l de) 
Cuando U = U^, la (26) queda a s í : 
k=l 
I ( k + U l ) a k + I C(j+Ü1)qk_. + V . ] a . = 0 
J = 0 
(27) 
y t a l c o m o se e s c o g i ó U^, s a b e m o s que I(k+U^) ^ Q> p a r a ;k. = l ,-2, . . . 
De la ecuac ión (27) p o d e m o s ob tene r la ley de r e c u r r e n c i a 
1 k=l 
a k = " I ( k + U l ) SQ + r k - j ] - a j V k > 1 ( 2 8 ) 
De (28) podemos h a l l a r todos los a^, d e s d e k = 1, y sus t i tuyendo en (20), 
ob tene r una so luc ión de la ecuac ión (19), vál ida en el i n t e rva lo 0 < x < R . 
Si en todos los cá lcu los se sus t i tuye x ^ por | x P , el r e s u l t a d o a n t e r i o r 
e s vál ido t a m b i é n en el i n t e rva lo -R < x< 0. La s e r i e obtenida conve rge s i e m p r e 
en 0< ¡ x | <R. Luego la función 
y(x) = |x | U l . J a x k (29) 
k=0 
s iendo a^ a r b i t r a r i o y e s t ando dados los a ^ por la e x p r e s i ó n (28), és una so luc ión 
de la ecuac ión (19), cuando 0 < | x j < R. 
D e b e m o s h a l l a r aho ra una segunda so luc ión de (19), l i n e a l m e n t e indepen -
d iente con la (29), lo que s e r á senc i l l a de r e a l i z a r s i U^ U^; a e s t e f in su s t i t u í 
m o s en la ecuac ión (27) U^ p o r U^ y ob tenemos la s igu ien te e x p r e s i ó n p a r a d e t e r -
m i n a r a, . 
k 
k=l 
I (k+U 2 ) a k + £ [( j+U ) . q + r ] . a = 0 (30) 
j=0 J J J 
De (30) o b t e n e m o s pues a , s i se c u m p l e que: 
I(k+U ) 0, p a r a todo k > 1 
P e r o cuando k > 0, se c u m p l e que: 
I(k+U ) = 0 
s i k+U = U • ó sea U. - U 0 = k . 2 1 1 2 
O b t e n e m o s c o m o segunda so luc ión de (19) 
y(x) = | x f Ü 2 . £ a x k , a ^ 0 (31) 
k=0 k ° 
vá l ida p a r a 0< jx | < R, s i e m p r e que se cumpla que l a s r a í c e s de la ecuac ión i n d i -
c i a l , I(U) = 0, no d i f i e r a n en un e n t e r o . 
La so luc ión g e n e r a l de (19) s e r á : 
y( x) = c 1 . y 1 ( x ) + c 2 . y 2 ( x ) 
s i endo y . é y l a s s o l u c i o n e s p a r t i c u l a r e s o b t e n i d a s de (29) y (31) h a c i e n d o a^ = 1. 
7. - R e s u m e n y c a s o s p a r t i c u l a r e s . -
E l s iguiente t e o r e m a r e s u m e todo lo dicho a n t e r i o r m e n t e , é incluye e l es-
tudio de los c a s o s p a r t i c u l a r e s no c o n s i d e r a d o s . Dice a s í . 
C o n s i d e r e m o s la ecuac ión d i f e r e n c i a l l inea l homogénea de segundo o r d e n -
con c o e f i c i e n t e s ana l í t i co s en el i n t e r v a l o j x | < R 
2 
x y" + x . q(x). y + r (x) . y = 0 (32) 
y la ecuac ión ind ic ia l de r a í c e s U y U , (R (U ) >> R (U )), X 6 6 I 6 Z 
U(U- l ) + q ( 0 ) . u + r(0) = 0 (33) 
La ecuac ión (32) t i ene dos so luc iones l i nea lmen te i ndepend ien te s y^ e y^, v á l i d a s 
p a r a 0 < ¡ x | < R, cuya e x p r e s i ó n es la s iguiente : 
a) Si U^ - U^ no es un n ú m e r o e n t e r o . L a s so luc iones y^ é y^ son l a s -
c a l c u l a d a s a n t e r i o r m e n t e 
U 1 DO 
y.(x) = | x I . y k . 
1 1 1
 J o V x • ao = 1 
U 2 oo k 
y 2 ( x ) =1 x l • z b k - x , t.Q = i 
k=0 
b) Si U^ = U,, = U. L a s so luc iones y^ (x) é y^(x) son l a s s i gu i en t e s : 
i i U 00 k y4 (x) = I x I • Z a - x , a = 1 
k=0 k 0 
y 2 (x) = | x | U . J b k . x k + Y l ( x ) . L Ix | 
c) Si U^ - U es un n ú m e r o e n t e r o y pos i t i vo . L a s so luc iones s e ' pueden 
e x p r e s a r de l s igu ien te modo 
, , , | U 1 OO k , y1(x) = lx I • z a k ' x ' a o 
k=0 
U 2 oo k I I 
y^(x) = jx j . j b k . x + c . y^(x). L I x I, b^ = 1, c = c o n s t a n t e f i j a . 
k — 0 
L o s v a l o r e s de l a s c o n s t a n t e s que a p a r e c e n en cada una de l a s s o l u c i o n e s 
se pueden d e t e r m i n a r d i r e c t a m e n t e de la ecuac ión d i f e r e n c i a l (32) p o r el m é t o d o de . 
los c o e f i c i e n t e s i n d e t e r m i n a d o s . 
Veamos a cont inuación los r a z o n a m i e n t o s que nos conducen en el caso b 
a la solución con un t é r m i n o l o g a r í t m i c o . En el c a s o c se podr ían h a c e r cons ide -
r a c i o n e s s i m i l a r e s . 
C o n s i d e r e m o s la solución p a r t i c u l a r y^(x) de (32), cons ide rando que U e s 
o t r a variable, , ée t end rá pues que 
U 90 ^ 
y(x, U) = x . £ a .x* , a ~ 1 (34) 
k=0 K ° 
debe v e r i f i c a r la ecuac ión (32), en el in te rva lo 0 < x < R. L l a m e m o s L a l o p e r a d o r 
d i f e r e n c i a l 
2 2 
L = x . D + x . q(x). D + r(x) 
con lo que la ecuac ión (32) se e s c r i b i r á de la f o r m a : 
Ly = 0 (35) 
Sust i tuyendo (34) en (35), q u e d a r á : 
k - 1 
M x . U ) = I ( U ) . X U + X U . £ | I(k+U).a + £ [ ( j + U ) . q + r J. a I x k (36) 
k=l k j=0 k"J k ' J J ' 
siendo q, . y r , . l o s coe f i c i en t e s del d e s a r r o l l o en s e r i e de po tenc ias de q y r k - j k - j 
a l r e d e d o r del o r i g e n . Se t iene: 
k - 1 
I (k+U) . a k + S C(j+U).qk__. + r k _ . ] . a . = 0 
y se d e t e r m i n a n a , a e n función de U, por lo que podemos d e n o m i n a r l o s de X Q 
la f o r m a a k (U) ; sus t i tuyendo en (34) se obtiene 
U . . . t? k 
cumpl i éndose que: 
y / x , U) = x [1 + I a k ( U ) . x ] (37) 
k=l 
L y^ (x, tí) - I ( U ) . x U (38) 
P e r o como U. e s una r a i z doble de la ecuac ión I(U) = 0, se t e n d r á : 1 
1(0) - (U - u / 
y la ecuac ión (38) la e s c r i b i r e m o s 
L y J x . U ) = ( Ü - U ^ . x 0 (39) 
y se t i ene que L y^(x, U) =; 0 cuando U = U^; luego la func ión y^(x, U^) e s una aolu 
ción de la ecuac ión Ly = 0» como ya s a b í a m o s . 
Si d i f e r e n c i a m o s r e s p e c t o a U, su segundo m i e m b r o se s igue anulando pa-
r a U = U, 
1 
( U - U ^ . x " = x U . ( U - U 1 ) . r 2 + ( U - U ^ . L x ] 
y ten iendo en cuenta la p e r m u t a b i l i d a d de l a s d e r i v a d a s 
- ^ f - CL y 4 (x , U ) > L Y l ( x , U) ] 
s e t i ene que: 
0 
cuando U = U^. Luego s i s e d e r i v a (37) r e s p e c t o de U y h a c e m o s U = U^, se ob.-
t e n d r á una e x p r e s i ó n que l l a m a r e m o s y_,(x) y s a t i s f a r á la ecuac ión Ly = 0 
y 2 ( x ' V = - ^ j - Y1(x, U) ] = A £ a ' ^ U ^ . x ^ y ^ x . U ^ . L x ^ 
U = U. k=l 1 
T a l como h a b í a m o s e s c r i t o en el c a s o b a n t e r i o r m e n t e c o n s i d e r a d o . 
8. - E c u a c i ó n de B e s s e l . -
Aunque l a s p r i m e r a s e c u a c i o n e s d i f e r e n c i a l e s de e s t e tipo f u e r o n ya t r a t a -
d a s por D a n i e l B e r n o u i l l i en 1732 a l e s t u d i a r l a s o s c i l a c i o n e s de una cadena colga^ 
da por un e x t r e m o , a o t r o s g r a n d e s f i s i c o m a t e m á t i c o s c o m o E u l e r , L a g r a n g e , 
F o u r i e r y P o i s s o n se Í e s p r e s e n t a r o n e s t a s e cuac iones p o s t e r i o r m e n t e a l t r a t a r 
de r e s o l v e r a lgunos de los m ú l t i p l e s p r o b l e m a s que t r a t a r o n . En e l año 1 . 8 2 4 e l 
a s t r ó n o m o a l e m á n B e s s e l h i zo un e s tud io s i s t e m á t i c o de t a l e s e c u a c i o n e s en r e í a -
c ión con un p r o b l e m a de a s t r o n o m í a d i n á m i c a , dando su n o m b r e a la e cuac ión y a 
l a s f u n c i o n e s que se ob t i enen a p a r t i r de e l l a . A c t u a l m e n t e e s una de l a s e c u a c i o -
n e s d i f e r e n c i a l e s m á s i m p o r t a n t e s de la f í s i c a m a t e m á t i c a . La e x p r e s i ó n de la 
e c u a c i ó n de B e s s e l de o r d e n otes la s igu ien te : 
x
2
. y " + xy ' +(x2 - <*2)y = 0 (40) 
o b i en : 2 
y " + — . y ' + (1 - ~~z ). y = 0 (41) 
x 
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Comparada con la ecuación ya es tudiada (32), q(x) = 1, r(x) = x ce2 -^ f 
qQ = q(0) = 1, rQ = r(0) = - Oí , y la ecuación indicial 
U(U-l) + q Q . U + r Q = 0 
se conv ie r t e en n u e s t r o ca so en 
U(U-l ) + U - Of2 = 0 
2 2 U - <* = 0 (42) 
L a s r a í c e s de la ecuac ión indic ia l s e r á n + . Una solución, t a l como h e m o s d e m o s 
t r a d o a n t e r i o r m e n t e , vál ida p a r a todo va lo r de x, s e r á de la f o r m a : 
Of k 
y , ( x ) = * • I a .x , p^, 0 
k=0 k 
(43) 
Los c o e f i c i - n t e s de (40), sus t i tuyendo y por y^(x) de (43), s e r á n : 
, 2 2 . . . oí 00 k OC <x> 2 k (x - OC ). y . (x) = x . £ a . x - x . £ « .a . x 
* k=2 k=0 k 
x . y ' ( x ) = x * . £ (k+ofl.a x k 
k=0 
x
2
. y"(x ) = x a . 2 (k+of) . (k+ot- l ) .a . x k 
k=0 k 
sumando e igualando a c e r o , queda: 
£ C(k+cf).(k+ oc-l) + (k+oc) -o? 1.a, . x k + £ a x k = 0 
k=0 k k=2 
o b ien 
(2«+l )a x + £ [ k(2oC+k)a + a ] x k 5 0 
k=2 
por lo que se obt iene: 
a
k _ 2 
a l = \ = " k(2cí+k) ' k > ' 2 (44) 
De (44) se obt iene: 
a 4 = a 3 s a 5 = . . . = 0 
a o 
a 2 ~ " 2(2 «+2) 
a 0 
a . = 4 2 . 4 . (2£+2)(2o(+4) 
/ ao a„, = (-1) 2k v ' 2 . 4 . 6 . . .(2k)(2c<+2)(2c<+4). . . (2 C(f2k) 
• < V 2k 2 . k! (0C+1)( OC+2). . . (céfk) 
y se obt iene la solución p a r t i c u l a r : 
' Z 2k 
k=0 2 . k! (oC+l)(oC+2). . . (c<+k) 
, ,
 00
 2k+OC . . . . 
y d W = a Q . 2 — — i — 1 . X C45) 
s iendo a^ ^ 0 una cons tan te a r b i t r a r i a . 
Si h a c e m o s a = — , s iendo f i a func ión g a m m a , s'e obt iene 
2 a . r ( < x + i ) 
"la función de B e s s e l de o rden oC de p r i m e r a c l a s e " , que se r e p r e s e n t a po r J g y 
t i ene por exp re s ión : 
oo 2k+oc 
Joc(x) = Z ( - l ) k — ^ 
k=0 2 . k! (OC +1) ( OC+2). . . ( Cí+k). f(0C +1) 
o b ien: 
T ( V 00 ( - l ) k , X 2k+oC , 
* ~ J L P ( k + l ) . f ( U + k + i ) 2 } { > K- U 
si OC es un n ú m e r o e n t e r o no negat ivo n, 
T / \ 00 ( - l ) k , x 2k+n 
k=0 
La v a r i a c i ó n de l a s f unc iones de B e s s e l J^(x) , J^(x) , J^(x) p a r a 0 x s< 20 
a p a r e c e en la f i g u r a . Son l a s func iones de B e s s e l que a p a r e c e n con m a y o r f recUen 
c ia en los p r o b l e m a s f í s i c o s y su c o m p o r t a m i e n t o es s i m i l a r a l de la func ión gene 
r a l J (x). 
n 
P a r a h a l l a r la so luc ión g e n e r a l de la ecuac ión de B e s s e l , es p r e c i s o en -
c o n t r a r una segunda so luc ión l i n e a l m e n t e independiente de J g ( x ) . P a r a e l lo aplique_ 
m o s l a s c o n s e c u e n c i a s e s t u d i a d a s en el n ú m e r o a n t e r i o r . Se pueden p r e s e n t a r loó 
t r e s c a s o s s i gu i en t e s : 
10 
0-5 
1 1 , , , , , .r -r ,- , v, i i i r i- -r t— 
• \ yh(*) -
• PC / J*(x) 
\ \ óV / / \ io\ A / 1K \ A/ ¿ < 
i t i i i < . i • i • i 1 1 1—L, • I...-'.— 
P r i m e r ca so oí> 0 y 2 oí no es e n t e r o . (La d i f e renc ia de l a s r a í c e s de la 
ecuación indic ia l (42) s e r á un en te ro , si Oí es un e n t e r o ó la mi tad de un e n t e r o ) . 
En es te c a s o l a s r a í c e s de la ecuación indicia l no d i f i e r e n en un en t e ro , 
por lo que podemos ob tener una segunda solución p a r t i c u l a r poniendo - Oí en vez -
de Oí , obteniendo la función de B e s s e l J ,(x) 
-oí ' 
oo 
J » = z 
( - 1 ) ' 
" ¿ o - v 2 
, x 2k-<* 
• v -> / (48) 
p a r a x > 0. (Si es x < 0, se debe sus t i tu i r x por |x | ) . La función (48) e s t á defi_ 
1 
nida aún cuando oí = n + —z¡~, s iendo n en te ro , dando t ambién una solución que e s 
l inea lmen te independiente con J^. (x). P o r lo tanto, s i e m p r e que oí no sea un e n t e r o , 
la solución g e n e r a l de la ecuación de B e s s e l de o rden oí, (40), es 
'i' °oí 
Segundo c a s o , oí = 0. 
La ecuación de B e s s e l (40) es : 
y ( x ) = C T . 3 T Í ( x ) + C 7 . J _ Q , ( X ) (49) 
la ecuac ión indic ia l t iene como r a í c e s U. = U„ = 0. De a c u e r d o con el t e o r e m a de 1 2 — 
x y " + y1 + xy = 0 (50) 
  
 2 
m o s t r a d o en el n ú m e r o a n t e r i o r , podemos e n c o n t r a r una segunda solución p a r t i c u -
(51) 
l a r KQ(X) de la f o r m a : 
K0(x) 
oo 
z V * + V x ) - L x 
1<=1 k u 
L o s c o e f i c i e n t e s de (50), a l s u s t i t u i r y p o r KQ(x) s e r á n : 
, > 0 0 k - 1 
X K Q ( X ) = Z B k _ 2 . x + x . J 0 ( x ) . L x 
k=3 
0 0
 k - 1 J o ( x ) K ' ( x ) =.
 Z k . b k . x K + J ^ ( x ) . L x + 
k= 1 
00 V ¿ ^ftW 
x-K{J(x) = Z k ( k - l ) b k . x K + x . J Q ( X ) . Lx+ 2JQ(X) - — ^ 
k= l 
s u m a n d o é i gua l ando a c e r o se ob t i ene la i den t idad 
b± + 4 b 2 x + ™ C k 2 . b k + b k 2 l x k " 4 + C X . J Q ( X ) + J¿(x) + x . J Q ( X ) 3 . L X + 2 J ' ( x ) S O 
k=3 
(52) 
p e r o c o m o xJJj(x) + J^(x) + x . JQ(x) = 0 p o r s e r JQ (x) s o l u c i ó n p a r t i c u l a r de (50), la 
(52) queda a s í : 
b l + 4 b 2 * + Z C k 2 - b k + b k - 2 l x k _ 1 = " 2 J ó ( x ) (53) V " 
D e r i v a n d o J Q ( x ) > s e t i e n e : 
t i / \ , , , k 2k 2 k - l J¿(x) = Z (-1) . — — . x 
k = l 2 (k!) 
y s u s t i t u y e n d o en (53) q u e d a : 
,
 0 0
 Ti 2 U _L U 1 k _ 1 <*> / . sk+1 4k 2 k - l 
b l + 2X + * C k + \ „ 2 = Z ( - 1 ) 2k . 2 - X k= 3 k= 1 2 . (k!) 
m u l t i p l i c a n d o p o r x y s e p a r a n d o l o s t é r m i n o s p a r e s e i m p a r e s o b t e n e m o s 
b 1 . x + J a 2 k + l ) 2 . b 2 k + 1 + b 2 k _ 1 ] . x 2 k + 1 + 4 b 2 . x 2 + J ' C ( 2 k ) 2 . b 2 k + b 2 k _ 2 ] . x 2 k 3 x 2 
k = l k=2 
+ 0 0 / ,
 s k + l 4k 2k 
+ y (-1) . — — — . x 
l uego : 
k= 2 ' 2 2 k ( k ! ) 2 
b = b , - b_ = . . . = 0 1 • 3 5 
4 b 2 = 1, ( 2 k ) 2 . b 2 k + b 2 k 2 = ( - D k + 1 . * * . k > l 
2 . ( k ! ) 
b„ = - A 2 2 2 
1 j 4 1 
T T - f 1 + - - 4 2 C1 + 
2 4 2 .(21) 
, , . .k+1 1 .„ . 1 1
 v 
2k s C-D •
 2 z k ( k > ) 2 (1 ^ + . . . . + ~ ) (54) 
y la expres ión de K^(x) queda: 
k+1 
oo / - i r i i Tf 
K 0 W = *
 + + J 0 ( x ) . L x 
k=1 (k!) 
En el es tudio t e ó r i c o con func iones de B e s s e l , se sue le sus t i t u i r la función 
Kg(x) por una d e t e r m i n a d a combinación l ineal de l a s func iones JQ(x) y K.fi(x) que se 
l l ama función de B e s s e l de o rden c é r o dé segunda e spec i e y sé r e p r e s e n t a por YQ(X) . 
V x > 2 + + ••• +-T-)(^-)2k + -r-.J0(x).CL^- + f . l 
k=l (k!) ¿ k ¿ 0 2 ,
 % (55) 
donde a p a r e c e la cons tan te de E u l e r 
00 1 n-1 
7 = - P W = 1 + £ ( + L ) = o, 5772156. . . 
n=2 ' n n 
La ecuación g e n e r a l de la ecuación (50) s e r á : 
y W » c ± . JQ(x) + c r Y Q ( % ) 
T e r c e r c a s o . <£••=• n, s iendo n un n ú m e r o e n t e r o . De a c u e r d o con el t e o r e « 
ma d e m o s t r a d o en la p regunta a n t e r i o r , la segunda solución de la ecuación- ele Bési 
s e l s e r á de la forma 
oo k-^ -st 
K (x) a.
 2 b, ,x + c . J (x ) .Lx 
n
 k=0 • n 
siendo c una cons tan te a r b i t r a r í a . Der ivando dos v e c e s y sus t i tuyendo en la ecua -
ción de B e s s e l ob tenemos c y b^ , quedando p a r a K_n(x) la s iguiente e x p r e s i ó n 
K „ W - - ' i 1 J s i Ü L . ^ a - . -
k - 0 
i MI ' ^ ^ N + K " 3 , x
 v2k+n T / V * 
. . . . . (-—-) + j (x)»Lx 
k * l k ! (n+k)• * 2 ' n* 
1 1 
s i endo H = i + — + . . . + 
n 2 n 
De modo aná logo a l c o n s i d e r a d o en e l c a s o a n t e r i o r , s e s u e l e s u s t i t u i r 
K n (x) por c ier ta , combinac ión l inea l de K^(x) y J^(x) que se l l ama función de B e s s e l 
de o r d e n n de segunda e s p e c i e y que se r e p r e s e n t a cpn Ja notac ión Y^(x) tenienclc 
c o m o exDrps.on 
v M - - L . n - 1 ( n - k - 1 ) ! . x . 2k -n 
n " " * ' Z n k ! ( 2 ' k=0 
H 
n . x .n ^
 } 
s ( n ! ) 2 
1 00 ( - 1 ) ^ ^ n + k 3 , X ,2k+n . 2 
k~ i 
/ x > ¿K-rn , c . . , x , 
z _ _ _ _ _ +
 +
 ' J 
La solución g e n e r a l de la ecuac ión de B e s s e l s e r á en e s t e c a s o 
y(x) = c ^ J n (x ) + c 2 . Yn(x) 
I a v a r i a c i ó n de Y^(x) é Y^(x) p a r a un i n t e r v a l o d e v a l o r e s de x se m u é s 
t r a g r á f i c a m e n t e en la f i g u r a . 
1 - í • - i -r • T i — .•-••;-» -
.'«. la func ión Y (x) ,se le conoce t a m b i é n con el n o m b r e de func ión de We -
b e r B e s s e l de segunda c l a s e de o r d e n n . 
T a m b i é n son s o l u c i o n e s p a r t i c u l a r e s de la e c u a c i ó n de B e s s e l l a s func ione! 
de Hanke r B e s s e l de t e r c e r a c l a s e de o r d e n n, H ^ ( x ) y H ^ ( x ) d e f i n i d a s a s í : 
n x n 
H ( 1 ) = J (x) + j . Y (x) 
n n n 
H ( 2 ) = J (x) - j . Y (x) 
n n ' * n 
con lo que la so luc ión g e n e r a l de la e c u a c i ó n de Besse l . se pod r í a p o n e r t a m b i é n . -
de l a 1 f o r m a -
y(x) = c ^ H ^ x ) + C2 .H¡ j 2 )(X) 
Las func iones de B e s s e l Y (x), H ^ ( x ) , H ^ ( x ) s a t i s f a c e n l a s m i s m a s e -
n ' n ' n ' 
cuac iones d i f e r e n c i a l e s y r e l a c i o n e s de r e c u r r e n c i a que la función J n ( x ) . 
O t r a función impor t an t e es la función de Neumann N^(x) def inida a s í : 
J^ (x). COSítOÍ - J N i x ) = — 
« sen % OC 
definida p a r a v a l o r e s de oC no e n t e r o s , cumple las r e l a c i o n e s 
Y q ( X ) = l i m N A ( X ) ; Y n ( x ) = l i m N ^ x ) 
OC—- n <x—¡- n 
9. - P r o p i e d a d e s de las func iones de B e s s e l . -
P a r t i e n d o de l d e s a r r o l l o en s e r i e de J^(x) obtenido en (46), y teniendo en 
vvp 
cuenta que f (a+k+1) = (0C+k). f(0C+k), se puede e s c r i b i r : 
( - D k d _ cf
 T / \ d oo 2k+2 OC 
——[x . Jtf (x) ] = — — ~ — x dx <* J dx _2k+0C , , k= 0 2 . k ! f (oí+k+l) 
oo ( - l ) k . 2(cc+ k)
 x 2k+2cf - l x cí £ ( - l ) k x 2k+(0 ( - l ) 
" k=0 2 Z k + 0 í . k ! f ( t f + k + l ) "X X ' k = 0 2 2 K + 0 í " 1 . k ! n c ( + k ) 
a , 
=
 x
 , A OC-1 
luego queda la s iguiente p rop iedad 
x
a
. J c í _ 1 (x ) (56) 
y de modo análogo o b t e n d r í a m o s 
d
 D ^ - J » ^ - X - ^ . J ^ Í X ) (57) dx L • " 0 C W J «X+l1 
La ecuación (56) se t r a n s f o r m a , d e s a r r o l l a n d o l a s d e r i v a d a s del p r i m e r -
m i e m b r o , en 
« . x ^ . y x ) + x « J¿(x) = x « J ^ x ) 
y dividiendo por x ^ queda 
cf. J^ (x) + x . J ' a ( x ) -- x . J ^ f x ) (58) 
tío modo análogo con (57), o b t e n d r í a m o s 
o c . J ^ x ) + x . J¿(x) = - x . J ^ (x) 
"OC oc+l' (59) 
Sumando y r e s t a n d o (58) y (59) ob t enemos l a s s igu i en t e s l e y e s de r e c u r r e n 
c ía : 
í 2 J ¿ « 
2oC-J ^ x ) = x . JQC_1(x)+x. J Q ( + 1 (x) 
(60) 
(61) 
La segunda r e l a c i ó n es v a l i o s í s i m a pa ra o b t e n e r conociendo J ^ ^ y 
J ^ , o b ien J ^ ^ conoc idas J^. y J ^ . A s í p a r a el c á l cu lo de l a s f u n c i o n e s de 
B e s s e l de p r i m e r a e s p e c i e de ó r d e n e s e n t e r o s b a s t a r á t e n e r t a b u l a d a s J^(x) y 
V * ) . 
La p r i m e r a r e l a c i ó n p e r m i t e f á c i l m e n t e c a l c u l a r la d e r i v a d a de una func ión 
de B e s s e l de p r i m e r a e s p e c i e en func ión de l a s de o r d e n s u p e r i o r e i n f e r i o r en una 
unidad , 
1 
V e a m o s a h o r a l a s f u n c i o n e s de B e s s e l de o rden n + —— (n e n t e r o ) . P a r a 
1 
el lo, c a l c u l e m o s p r i m e r o J ^ 2 ( x ) , hac iendo (X = —— en el d e s a r r o l l o de J ^ (x) 
j . J L ( - i ) " 
J 1 A W - 1/2 • J 0 k ! f ( 4 _ + k ) 
• ("Y") Y"x 
DO 
z JLAr VX Zk 
K x 
1ÍZ, f ( -~-) k=0 2 . le! 3. 5, . . ( 2 k + l ) 
6 
[i-
x x 
2 . 3 2 . 4 . 3 . 5 6. 3 . 5 . 7 +...]= 
V ^ f h h 
r x x ¡_X - "TT + 3! 5! 7! 
v s r . n - l - ) 
sen x = N 7C X senx (62) 
De modo aná logo o b t e n d r í a m o s 
-1 /2 M = - \ 7EX eos X 
Median te la f ó r m u l a de r e c u r r e n c i a (61), p o d r í a m o s o b t e n e r 
J 3 / 2 ( X ) = " J - 1 / 2 ( X ) + " T ~ * J 1 / 2 ( X ) = A 
2 j- s enx 
(63) 
nx - c o s x ] 
J 5 / 2 W = - J 1 / 2 ( X ) + i r - J 3 / 2 ( x ) = 
3 senx 3cosx 
71X senx 
y a s í s u c e s i v a m e n t e . P o r apl icación r e i t e r a d a de la f ó r m u l a de r e c u r r e n c i a obten 
d r í a m o s J ^ (x) que s e r í a de la: f o r m a 
n + T 
j 
n-h JL
( X ) =
 \ 
2 CR1(x). senx + R. (x). cosx ] 
s iendo R^, R^ func iones r ac iona l e s de x. 
De todo lo v is to has ta ahora se d e s p r e n d e que toda solución no t r i v i a l de 
la ecuación de B e s s e l de orden OC t iene inf ini tos c e r o s pa ra x > 0 y que la d i s t an -
cia en t r e c e r o s suces ivos t iende a % cuando x t iende a oo. A s í pues JT^  y J ^ 
(é Y^) son func iones o sc i l an t e s , dec rec i endo la ampl i tud de sus o sc i l a c iones al 
c r e c e r x . A s í pues , l a s g r á f i c a s de J^. y J (ó de Y^) t ienen c a r á c t e r o s c i l a t o r i o 
amor t i guamien to , como se con f i rma en el cá lculo de J , Se podr ía d e m o s t r a r 
n + T 
que toda solución .de B e s s e l de o rden oí se puede e s c r i b i r de la f o r m a 
A r (x) 
s iendo A^ y ^ cons tan tes cuyos v a l o r e s dependen de OC , y r ^ una función de x -
que depende t ambién de oí y e s t a l que es t á acotada cuando x p4» A»í# p a r a 
v á l o r e s muy g r a n d e s de x, un valor ap rox imado de y(x) es la función s inusoida l 
amor t iguada 
. sen(x +03^) 
cumpl iéndose que ' Usa yffr) tí V» 
x—»-oo 
10-. - ff unciones, g iod t f l cadas d.f , Bepipsál,, -
A i t r a t a r de r e s o l v e r la m á$t ^ a p l a c e e » -
M» lítega a la mmcien d i f e r e n c i a l 
f f + 4 - • y - (i + - 4 - ) y = ° 
x " 
Si a© p r o c e d e «íel, íütiemo xaódO'que pa la ecuac ión de Baaaé l , se 
como solución de (64), en el. c a so de qué- Oí no e s nulo n i en t e ro , la expres ión 
Las funciones I ^ x ) é I_ ^(x) son las de p r i m e r a espec ie modi f i cadas , sien 
do c^ y c^ cons tan tes a r b i t r a r i a s y es tando (x) e I (x) def in idas por la ecua 
T ! \ / • \ - a ' T /• \ 00 1 / x I ^ x ) = (j) . J a ( j X ) = ^ ! T ! 7 ^ k T r r ( " 2 } <66) 
A es te r e su l t ado se podría, habe r hal lado en la m i s m a ecuación d i f e r enc i a l 
efectuando el cambio de x por jx en e l l a . 
Ot ra función modif icada de segunda espec ie es la K (x) def inida a s í : 
oc 
I Jx) - I (x) 
K (x) = =-2— ^ (67) 
cr ' 2 sen n OC v ; 
Si oC es un n ú m e r o en te ro n, I ^(x) s e r á un múl t ip lo de I^(x). La solución 
g e n e r a l de (64) se puede e x p r e s a r , razonando de modo s i m i l a r al que se conside -
r ó en la de B e s s e l , de la s iguiente m a n e r a 
y(x) = c r I n ( x ) + c 2 .K n (x ) (68) 
s iendo: 
K (x) = l im K
 x(x) 
OC—— n 
1 1 . - Func iones b e r , bei , k c r y ke í . -
Kelvin in t rodujo dos nuevas func iones ber(x) y bei(x), cons ide rando l a s pai-
tes r e a l e s , e i m a g i n a r i a s de la función de B e s s e l modi f icada de p r i m e r a e spec i e , 
1 / 2 de a r g u m e n t o (j x), o sea 
1 / 2 I (j x) = b e r (x) + j . bei ^(x) = J ^ ( x . Y"-j) (69) 
En p a r t i c u l a r p á r a oC - 0, sa le : 
/ ,Nk 4 k ™ , , \k 4k+2 
, , 00 J_-l .X . . <*> (-1) , x b e r (x) =
 £ T T ~ bei (x) =
 z 
° k=0 (2k) ! 2 ° k= 0 [ (2k+l) ! f . 2 
De modo s i m i l a r se def inen l a s func iones ker (x) y kei íx) como p a r t e s -
l / 2 
r e a l e s e i m a g i n a r i a de la función comple ja K^ (j x), o sea : 
1 !z 
K a ( j x) - k e r ^ x ) + j . k e i ^ x ) 
En p a r t i c u l a r pa ra g = 0 se obt ienen ker^(x) y k e i ^ x ) . 
Las c u a t r o func iones def in idas se u t i l izan f r e c u e n t e m e n t e en l a s aplicacio-i 
n e s e l é c t r i c a s de la i n g e n i e r í a . Las f i g u r a s m u e s t r a n las v a r i a c i o n e s de e s t a s :l'un_ 
ciones con x . 
M^WÉBSBilái LJ vV^iyLja^ 
PROBLEMAS DE CONTORNO 
i . - Func iones de Green . -
E l t e o r e m a en exis tencia y unicidad de la in t eg ra l de una ecuación d i f e r e n -
cia l de o rden se e s t ab lece la solución de la misma» dados los va 1 o r e s de la función 
y de sus n -1 p r i m e r a s de r ivadas , pa ra un valor inicial de la va r i ab l e . V e r i f i c a d a s 
l a s condiciones de ex is tenc ia , el p rob lema de ha l l a r la in tegra l p a r t i c u l a r , d;vda 
ta les condiciones in i c i a l e s , es un p rob lema de t e rminado 
d e r i v a d a s , d e t e r m i n a d a s condiciones en los e x t r e m o s del in te rva lo . Es t e tipo de p o 
b l emas se l lama de "condiciones de contorno" o "problema de contorno" Se l l ama 
as i ' porque los puntos a y b suelen s e r los e x t r e m o s del in tervalo en el que se estu 
O c u r r e en o t ros casos que se desea h a l l a r una función en un in te rva lo I -
= Ca, b ] que, a d e m a s de v e r i f i c a r la ecuación d i f e r enc i a l , cumplan la función y sus 
dia la función incógnita en las ap l icac iones de ta les p r o b l e m a s . 
C o n s i d e r e m o s la ecuación l ineal no homogénea de orden n 
+ a (t) . xv + . . . + a (t) . x = h(t) (n-1 x 
n - 1 o 
definida en el i n t e rva lo I de va r iac ión de t, y sea h solución g e n e r a l de la homogé 
nea: 
P a r a ha l l a r la solución g e n e r a l de la comple ta ap l i camos el método de var a 
ción de cons tan tes , y e s c r i b i m o s la solución g e n e r a l de la completa de la s igu : e te 
f o r m a 
x = c 1 ( t ) . x 1 ( t ) + c2(t) . x2(t) + . . . + cj.t) . *n( t) n n 
Las funciones c.í't) son soluciones del s i s t e m a i 
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C Í ' X 1 + • • • + c ' . X = 0 n n 
c í " x i + c' . x ' = 0 n n 
, (n-2 
c! . x , + . 1 1 
. (n-2 
. . + c' . x\ = 0 
n n 
- i1 1"1 . 
c ' . x , + . 1 1 . . + c ' . x
( n _ 1
 = h(t) 
n n 
De donde sa le 
V ( t ) . h ( t ) 
c¿(t) JS. 
W [ x j ( t ) x n ( t ) ] 
s i endo W [ x^(t) , . . . , x ( t ) ] el d e t e r m i n a n t e wronsk i ano r e l a t i v o a las func iones x^(t) , 
f • • ' .x n ( t ) y Vk(t) el d e t e r m i n a n t e obtenido a l s u s t i t u i r la columna k del w r o n s k ' a n o 
W p o r (0, 0, . . . , 1) 
La solucion p a r t i c u l a r de la comple t a , que cumple las condiciones in ic ia les 
x(t ) = 0 x ' ( t ) = . . . = x
( n _ 1 ( t ) = 0 
o o 
s é r á 
x(t) = 
f * x 1 ( t ) . V 1 ( u ) + . . , + x n ( t ) . v n ( u ) 
1 — . h(u). du 
J t W f x ^ u ) , . . . , xn(u) ] 
o 
s i l l a m a m o s 
k(t , u) 
X l ( t ) , V l ( u ) + • • • +
 x n ( t ) - V n ( u ) 
W [ x (u) , . . . , x (u)] i n 
la solución p a r t i c u l a r x(t) a n t e r i o r , la podemos e s c r i b i r a s i ' 
x(t) = 
t 
I k(t , u). h(u). du 
Jt 
0 
Si c o n s i d e r a m o s e l ope rador d i f e r enc i a l l inea l L 
L = D n + a (t). D n + . . . + a (t). D + a (t) 
n - 1 l w o 
a la función k(t , u) la denomina remos Función de Green pa ra e l operador L (para 
p rob l emas de v a l o r e s in ic ia les en el i n t e rva lo I). Mediante la expres ión 
G(h)(t) = k ( t , u ) . h (u ) . du 
Jt 
o 
se define un nuevo ope rado r , con la p rop iedad de que 
G(h)(tQ) = G ' ( h ) ( g = . . . = G ( n _ 1 ( h ) ( t o ) = 0 
De la def inic ión de k(t, u) se desp rende que: 
1) k(t , u) e s t á definida en I x I = R 
2) Las funciones k , , . . . ,
 s o n cont inuas en R o x 0 n 
x 
3) P a r a todo t ( I , la función 
o 
t 
k(t, u). h(u). du 
Sa t i s f ace la ecuación d i f e r enc i a l , a s í ' como las condiciones i n i c i a l e s , 
!
Lx = h 
x(t ) = x'(t ) = . . . = x l a _ 1 ( t ) = 0 
o o ' o 
Definición 
Una función H(£,u) se <üc«- es una función de Green pa ra p rob lemas de 
v a l o r e s in ic ia les en que in te rvenga e l operador d i f e r e n c i a l l inea l L» s i y sólo s i 
H(t ,u) v e r i f i c ó l a s , condiciones (1), (2) y (3). 
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ft1 H P o r comodidad r e p r e s e n t a r e m o s la der ivada . mediante H 
b t1 
. Con es ta 
notación vamos a dar o t ra definición de la función de Green para L. 
T e o r e m a 
Sea H(t, u) una función definida en R y sean II, . . . , H continuas en 
todo R. En es te caso la función H(t, u) es una función de Green pa ra el operador L 
s i y sólo s i se ve r i f i c a en todo R: 
H(t, t) = H | ( t , t) - . . . = H n _ 2 ( t , t ) = 0 ; H n _ 4 (t, t) = 1 | 
H (t,u) + a (t) . H , (t, u) - ! - . . . + a (t) . H(t, u) = 0 \ 
n n - 1 n - 1 o 
(1) 
D e m o s t r a c i ó n . - Supongamos que H(t, u) es una función de Green para L, en tonces : 
f l 
x(t) = 1 H(t, u) h(u)du (2) 
c 
o 
cumpliendos e 
| Lx — h 
(x(t ) = x ' ( t ) = . . . = x ^ - ^ d ) - 0 
o o 0 
pa ra todo t £ I; de r ivando (2) : 
o 
r* 
j H. (t, u) h(u)du + H(t, t)h(t) dt | í 
o 
(3) 
V pa ra t=t„: H(t , t ) h(t ) = 0, pe ro corno por h ipó tes i s es to es val ido 
'
 r
 0 o o o 
pa ra toda h í 
6 C(I); tomando h = l t e n d r e m o s : 
Hit , t ) = 0 
o o 
y como t es a r b i t r a r i o : 
o 
H(t, t) = 0 
por tanto: ft 
1 
x'(t) = 1 H, (t ,u) h(u) du (4) 
J f 
"O 
volviendo a d e r i v a r 
*"(t) = j H 2 ( t ,u )h(u)du + t)h(t) 
4 Q 
de donde: H (t, t) - 0 luego: 
f x"(t) = ¡ H (í, u)h(u) du 2 t 
cont inuando a s C - l l e g a r í a m o s a : 
H n _ 2 ( t , t ) = 0 
( n - 1 . . f 
( t ) = K
n - 1 h(u) du Jt 
o 
y d e r i v a n d o n u e v a m e n t e : 
x
( n
 (t) - I H^( t ,u )h(u) du + H (t,.t).hít). 
J t 
o 
de donde: > ( t j o H ^ . t j h ( t ¿ (5) 
y como L
 x(tJ = *<tt ( t j + a ^ ) {tJ . . . + a j t ^ t j « h ( y por J» . con 
d i c i 0 t t ® 8 i n i c í a l e s : x^ (ij = b(tj y como 'Ü y t son a r H W a r í o s , po r (5) a e r a : 
H a - l ( t ' ^ * 4 
y de aquí; 
* j H n( t .u> 'b(u)cju + h(t). 
P a r a p roba r la ú l t ima de las igualdades de (1), sus t i tu imos en Lx = h to -
das las f o r m u l a s obtenidas: 
JCH (t,u) + a (t) H Jt.u) + . . . + a (t) H ( t , u ) ] h(u)du = 0 n n - 1 n - l ' o t 
o 
y como es ta expres ión se v e r i f i c a pa ra todo t € I y todo h€C(I) t e n d r e m o s que: 
o 
H (t,u) + a (t) H (t ,u) + . . . + a (t) H(t,u) = 0 
xi n -i tí •• * o 
E l r e c i p r o c o es una s imple comprobac ión . 
Una consecuencia impor t an t e del t e o r e m a a n t e r i o r es que f i jado un t £ I -
cua lqu ie ra , la función: 
k(t) = H(t, t ) 
o 
es una solución del p r o b l e m a de Cauchy 
Lx = 0 
x(t ) - x ' ( t ) = . . . = x ( n ~ 2 ) ( t ) = o 
o o s o 
x
( n _ 1 )
 (t ) = 1 
o 
y como la solución de é s t e es ún ica , t r i v i a lmen te H(t, u) queda un ívocamente d e t e r m i 
nada por e l ope rador L s o b r e e l s e g m e n t o r ec t i l í neo compues to por los puntos (t ,u) 
con u = t , y como e s t o es c i e r t o p a r a todo t ( I, podemos enunc ia r el s igu ien te -
o o 
teorema, : 
T e o r e m a . - "La función de Green pa ra los p r o b l e m a s de v a l o r e s in ic i a l e s en I en que 
a p a r e c e un o p e r a d o r d i f e r e n c i a l l inea l L , e s t a un ívocamente d e t e r m i n a d a por L y por 
tanto debe coinc id i r con la función k(t„ü) que d e f i n i m o s . En p a r t i c u l a r , k( t ,u) es in-
dependien te de la b a s e e legida p a r a l a s so luc iones de Lx - 0, usada p a r a c a l c u l a r l a " . 
F i n a l m e n t e podemos enunc ia r e l s iguiente : 
T e o r e m a . - "La función de Green p a r a un o p e r a d o r d i f e r e n c i a l l inea l con coef i c i en tes 
cons tan tes L, puede e s c r i b i r s e en la forma-: k(t-u) donde k(t) es la solución en (- oo , 
+ oo) del p r o b l e m a de Cauchy: 
Lx = Ó 
x(0) = x'(0) = . . . = x ( n ~ 2 ) (0) = 0 ; x ( n _ 1 ) ( 0 ) = 1 
D e m o s t r a c i ó n . - La función H(t, u) = k(t - u) s a t i s f a c e las condiciones (1)1 y por tanto 
es la función de Green pa ra L. 
2. - P r o b l e m a s con va loreg en 1a f r o n t e r a . -
C o n s i d e r e m o s una ecuación d i f e r enc i a l l ineal : 
Lx = h (!) 
s iendo L un ope rado r d i f e r enc i a l l ineal de segundo orden definido en un in t e rva lo fi-
n i to C a , b ] y c o n s i d e r e m o s también las condiciones de contorno: 
(oí.x(a) + oí x(b) + oí x'(a) + oí x'(b) = y 
1
 (2) 
y ( P ^ í a ) + P2x(b) + P 3x'(a) + P 4x ' (b) = y 2 
h € C [ a , b ] 
donde las cí., p . , y . son cons tan tes . E l problema de contorno o p r o b l e m a con va-
l o r e s en la f r o n t e r a , cons i s te en e n c o n t r a r todas las func iones x(t) solución de (l) 
que ve r i f i c an (2). 
Con objeto de exc lu i r c i e r to s casos t r i v i a l e s , ée exige que a l menos una -
de las Oí. y una de las p . sean no nulas y que los p r i m e r o s m i e m b r o s de-(2) sean 
l i nea lmen te independ ien tes . A d e m á s , pa ra a s e g u r a r que r e a l m e n t e se e s t á conside- -
r ando un p rob lema con v a l o r e s en la f r o n t e r a y no un p r o b l e m a de v a l o r e s in ic ia les , 
t ambién se r e q u i e r e que ' (2 ) tenga t é r m i n o s no nu los , incluyendo cada e x t r e m o del -
i n t e r v a l o . 
Cuando las condiciones f r o n t e r a v e r i f i c a n que y ^ = )'^ = 0, se dice que son 
h o m o g é n e a s . En es t e caso , e l conjunto de las func iones que v e r i f i c a n (2) es un sube£ 
pac ió v e c t o r i a l s y cons ide rando entonces a L como una t r a n s f o r m a c i ó n l inea l de s, 
e l p r o b l e m a se nos conv ie r t e en el de r e s o l v e r la ecuación Lx = h donde h € C f a , b ] 
y x C s . A p e s a r de su s imp l i c idad , es ta o b s e r v a c i ó n es i m p o r t a n t e porque m u e s t r a 
que las condic iones f r o n t e r a solo influyen en e l p r o b l e m a p a r a de t e r m i n a r el espacio 
s o b r e 'el que ac túa L, 
E l conjunto f o r m a d o por todas las so luc iones de (1), (2) cons i s t e en todas -
las func iones de la f o r m a x + x s i endo x una solución p a r t i c u l a r d e t e r m i n a d a del h
 P P 
p r o b l e m a , y x t la so lucion g e n e r a l del p r o b l e m a homogeneo a soc i ado : 
rí 
Lx = 0 
l K f x(a) + oí 2x{b) + oí 3 x'(a) + oc4x»(b) = 0 
¡ x(a) + p 2 x(b) •!- p3x«(a) + P 4 x ' ( b ) = 0 
Consideremos ahora la ecuación diferencial: 
x" -f a^(t) x' -i- a (1).3< = 0 
con a, C C Í a . b ) ; o bien, su f o r m a au toadjunta : 
donde: 
PÍO 
L(x) = CPC^X8 J - q(t) x = 0 
'
e
*. a Jn)áu 
q(t) = - p ( t ) . a o ( t ) 
por lo que p, q € C £ a » b ] y a d e m á s p (t) > 0 en [ a , b ] . 
La ecuación anterior ea equivalente al s i s t ema: 
x ' = z / p (i) 
z.' - q(t,)x 
(3') 
Sean x(t) y z(t) un par ele funciones solución de (3') y x(t) ^ 0, entonces, por 
e l teorema de unic idad , las fi j c y z(t) no pueden anularse simultáneamente 
en cualquier punto de [ a / o j l '( entonces x(t) $ 0 hagamos: 
x(t) = Q (t> sen e (t) 
¡s(t) = q (t) eos e (t) 
Q(t) - C'(x(t) l 2 + (z(t)Z 3 1 / 2 > 0 
transformándose (3*) en el s i s tema: 
(4) 
Q' =C 
e> = 
i 
p(i) 
"p(tj' 
-?- q(t) ] q sen e eos © 
2 , , 2 
eos O - q(t) sen O 
(5) 
C O M A - l a segunda^ e c u a c i ó n no contiene la incógnita Q , p o d e m o s encon t r a r una solu-
ción O . E n t o n c e s , sus t i t uyendo © en la pr imera ecuación, obtenemos la solucion 
general 
¡I i 
Q (t) = Q (a) expCil
 + q(u)) sen ©(u) cose(u)du ] 
8 
y tomando q (a) > 0 podemos e n c o n t r a r una solución positiva Q (t) para la cual» 
combinando cea la solución Q(¿|, ob t enemos una solución x(t) = Q(t) sen e(t) no »• 
dent icamente nula de (3). 
P a r a todo e n t e r o n, © (t) + 2 TI n es t ambién una solución de la segunda e c u a -
ción de (5). A d e m á s , la p a r t e de r echa de la p r i m e r a ecuación de (5), es una función 
per iód ica de © con pe r iodo 2% . 
T e o r e m a . - "Mediante una solución 9 (t) de la segunda ecuación de (5), queda d e t e r -
minada en fo rma única (salvo el f ac to r mul t ip l i ca t ivo q (a)) una solución posi t iva de 
la p r i m e r a ecuación, de esta m a n e r a la solución x(t) co r r e spond ien t e en la ecuación 
or ig ina l queda d e t e r m i n a en f o r m a única (salvo e l f ac to r Q (a)). Si x^ (t) y x ^ t ) son -
las s oluciones co r r e spond ien t e s a las soluciones 0 (t) y © (t) = © (t) + 2 7t n r e s pee-
í c, \ 
t ivamente , entonces x^(t) y x^(t) son l inea lmente depend ien tes . 
I n v e r s a m e n t e , s i dos soluciones x^(t) = Q^ (t) sen © J t ) y x^(t) = Q J t ) s e n 0 J t ) 
son l inea lmente dependien tes , en tonces , pa r a algún e n t e r o n: 0 ? ( t ) = © J t ) + 2 n 7t . 
P a r a f i n a l i z a r la d e m o s t r a c i ó n , sea x . (t) = Cx (t). En tonces x ' (t) = C x ' ( t ) y: 
^ ¿ X ó 
z j t ) = p(t) x j t ) = c p(t)x2(t) = c z j t ) . 
es to e s : Q^(t) - C Q^ít) e inmedia tamente se obt iene: 
©J t ) = © J t ) + 2n7i . 
P o r lo ya v is to , la dependencia l ineal de dos so luc iones x (t) £ 0 y x (t) É 0 
* £> 
de la ecuación or ig ina l , c o r r e s p o n d e a la r e l ac ión de congruenc ia : 
©Jt) s ©
 2(t) (mod 2-re) 
A d e m á s , una condición in ic ia l p a r a O (t): ©(a) = <x c o r r e s p o n d e a la r e l a -
ción l ineal homogénea: 
p(a) x'(a) sen <X - x(a) eos oí = 0 
e n t r e x(a) y x'(a) como se deduce fác i lmente de (3') y (4). Se ve también que las con 
diciones in i c i a l e s : 
©(a) = ce
 Q(a) = Qo 
se c o r r e s p o n d e n con: x;(a) = x ^ , x ' ( a ) - x ' . En lo que s igue e s t u d i a r e m o s el p r o b l e m a 
de e n c o n t r a r la solución x(t) co r r e spond ien te a la solución ©(t) s a t i s f a c i e n d o las con 
dic iones f r o n t e r a : 
©(a) = a' e (b) = ¡3 (6) 
Condiciones co r r e spond ien te s a: 
p(a)x ' (a)sen oí - x(a) eos OC = 0 
(6') 
p(b)x'(b)sen ¡3 - x(b) eos p = 0 
En gene ra l , la solución x(t) dé (3) s a t i s f ac i endo (6') no es ta de t e rminada en 
f o r m a única . De hecho, si x (t) y x (t) s a t i s f acen (3) y (6'), entonces pa ra c u a l e s -X ¿1 
qu ie ra cons tantes C^ y C^: 
C 1 X l ( t ) + C 2 X 2 ( t ) 
también s a t i s f a c e (3) y (6') . Así', e l p rob lema de contorno cons i s ten te en e n c o n t r a r 
una solución de (3) s a t i s f a c i e n d o (ó') es e s e n c i a l m e n t e d i f e r en t e del p rob lema de Cau 
chy. 
Vamos ahora a c o n s i d e r a r una ecuación, conteniendo un p a r a m e t ro comple jo 
K : 
[p( t )x ' ] ' - q(t) x + X r( t)x = 0 (7) 
s iendo r(t) una función continua y posi t iva en [ a , b3 E l p rob lema de Sl 'URM -LIOUVI-
LLE cons is te en e n c o n t r a r una solución no t r i v i a l x(t) de (7) s a t i s f a c i e n d o las condi 
ciones f r o n t e r a (6 ') . En g e n e r a l , la solución puede no e x i s t i r para todos los va lo re s 
de X . 
E l p r o b l e m a de los ...jau tova l o r e s cons is te en d e t e r m i n a r los v a l o r e s de X pa 
ra los que ex i s te solución del p r o b l e m a de contorno p lan teado . Los v a l o r e s a n t e r i o r -
men te c i tados se l l a m a r a n au tova lo re s y las so luciones c o r r e s p o n d i e n t e s autofunciones 
del au iova lor cons ide rado . En lo que s igue, vamos a r e d u c i r el p r o b l e m a de los auto 
v a l o r e s ai de una ecuación in t eg ra l con núc leo s i m é t r i c o . 
3. - Func ión de Green pa ra condiciones de contorno, -
Sea el ope rador d i f e r enc i a l : 
L(x) ~ ~ C p(t) - f f 3 - q( t ) .x 
donde p, q y p' son continuos en £a, b], Como L es au toad jun to , v e r i f i c a r a lá identi-
dad de Lagr í : 
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o sea 
xL(z) - z L(x) = - j - - |Cx(t) z'(t) - x'(t) z ( t ) ( í f ) ] p( t) | 
que in t eg rada , nos da: 
|p(t) [ x(t) z'(t) 
- x'(t) z(t)l = [ xL(z) - zL(x) J dt (9) 
t=a' j , 
• 'a ' 
p a r a : a < a ' < b1 4 b . (también, l l amada F o r m u l a de Green) . 
En p a r t i c u l a r , s i dos funciones x(t) y z(t) s a t i s f a c e n las condiciones f r o n t e -
ra (6') , es inmedia to que: 
- b 
J [ xL(z) - z L (x) ] dt = 0 (1.0) 
Supongamos a h o r a que dos funciones x j t ) ^ 0 y x (t) ^ 0 s a t i s f a c e n : 
L(x ) - 0 
(11) 
p ( a ) x j a ) sen oc - x j a ) eos cC = 0 
y: 
[L(x ) = 0 
(12) 
p ( b ) x j b ) sen ¡3 - x2(b) eos (3 = 0 
y supongamos que a m b a s funciones son l inea lmen te independ ien tes . Sea : 
C(l) p(Ej, W í x ^ l ) , x ? ( l ) ] 
de r ivando: 
d f = ' é l c p U > - w c * ^ ) . ^ z d n i 
y por- (8): 
( # )
 [ x ( t ) . z ' ( t ) - x'(t) z(t)3 = W [ x(t) , z ( t ) ] . 
dC , . 
—; = x, L x j dg; 1 y Z1 
dC y por (11) y (12), s e r á : ^ - = 0 y por tanto C s e r á cons tante . A d e m á s , la indepen 
dencia l ineal de x . y x impl ica que C ¿ 0 pues , en o t ro caso , como p(t) > 0 s e r i a 1 ?. 
W(x^,x^) = 0 y x^ , x^ s e r i a n l inea lmente dependientes . 
Vamos ahora a def in i r la s iguiente función: 
L U ) . x 2 ( t ) 
G(t, ^ ) = 
C x r 
C ( t ) .x ( t ) 
si t >, l 
si t < l 
(13) 
La función G(t, £ ) es l l amada función de Green para la ecuación L(x) = 0 r e s t r i n g i -
da por las condiciones de contorno (61). 
Obviamente , la función de Green G(t, £ ) t iene las s igu ien tes p rop iedades : 
A. - G(t, £) es continua pa ra cada punto del dominio a ^ t, £ ^ b. Cons ide rada como 
función de t, G(t, £) s a t i s f a c e las condiciones f r o n t e r a pa ra todo £ 
B. - Si t ¿ r , G(t, Z) s a t i s f a c e L(G) = 0 como función de t. A d e m á s , G (t, E, ) y 
b 
-y^— [ p(t) G ^ t , £ ) ] e s t án aco tadas en la región t ^ £ , a
 v< t, E, ¿ b. 
C. 
D. 
G(t, l ) = Gil , t). 
• t Si a < t < b, en tonces cuando t 
o o o 
do t —*-t , £—*-t guardando la r e l ac ión t < £ , G^(t, £) t iende a va lo re s f in i tos : 
t gua rdando la r e l ac ión t > £ y cuan-
G (t, + , t ) y G (t 
t o o t o 
, t ) r e s pe c t ivamen te , y: 
o 
G (t + , t ) V o o' G (t - , t ) = -1 /p( t ) tv o o 
4. - Reducción a una ecuación i n t e g r a l . -
Median te el uso de la función de Green y de sus p r o p i e d a d e s , vamos a p r o 
ba r aho ra dos i m p o r t a n t e s t e o r e m a s . 
T e o r e m a . - "Sea ip £ C (a, b) . Si x(t) es una solución del p r o b l e m a de contorno: 
L(x) = - <p(t) 
p(a) x'(a) sen oí - x(a)eos OC = 0 
p(b) x'(b) sen 3 - x(b) eos 6 = 0 
en tonces x(t) puede e x p r e s a r s e en la f o r m a : 
x(t) = I G(t, l ) <P(fc)dÉ 11 (15) 
D e m o s t r a c i ó n . - Ap l iquemos la f ó r m u l a de G r e e n i n t e g r a n d o la ident idad de L a g r a n g e 
en (a , ¡e) a l as func iones x = x(t) , z(t) = G(t, j?) y sumando e l r e s u l t a d o de a p l i c a r -
la a las m i s m a s func iones en (£ , b). O b t enemos : 
S - o . 
Cx( t ) .L [ G ( t , 5 ) 3 - G(t, l ) . L(x) J dt + í 
+ i í x ( t ) h[G(t,l ) ] -
 G ( t , l ) L(x)3 dt = 
4 + o 
b G { t , i )
 t - 0 
= [ p(t) (x(t) ^ - X'(t) . G(t, ¡T ) ] + 
a 
*>G(t, C ) b 
+ Cp(t) (x(t) . - - x ' ( t ) . G(t, 1 ) 1 
l + 0 
p a r a todo £ £ (a, b). La ecuac ión (14) y la p r o p i e d a d B de la func ión de G r e e h , i m p l i 
can que la p a r t e i z q u i e r d a de la igua ldad es igua l a : 
J G(t(Jr ) ip(t) dt . 
P o r o t r a p a r t e , l a s p r o p i e d a d e s A y D de la función de G r e e n imp l i can que 
la p a r t e de la d e r e c h a e s i gua l a x (^ ) . Ob tenemos p o r tanto : 
. b 
* ( e ) = 1 G ( t > O <pO) d í i 
y debido a' que todas l as f unc iones de la i gua ldad son . con t inuas en (a , b ) , la i g u a l d a d 
s e r v i r á t a m b i é n en a y b . E n t o n c e s , c a m b i a n d o 5 por t y v i c e v e r s a : 
• r x(t) » G ( 5 ,t) <á> (t) d e 
y por la p rop iedad C de la función de Green : 
r b 
x(t) = G(t, D < * ( t ) d i . 
a 
G{t, £ ) 9 ( £ ) d £ s a t i s f a c e la ecuación (14) y las 
a 
condic iones f r o n t e r a (61)". 
D e m o s t r a c i ó n . - Apl i cando la def in ic ión de la función G(t, £ ): 
x(t) - x , ( t ) j ) . <P(e;) d £ - x ^ t ) j x , ( £ ) 9 ( f J d F C 1 V 
J a 
Der ivando : 
X'(t) = x;( t ) I ( - x 2 ( t ) x i ( t ) <P(t) C " 2 v | 1' s 
a 
1
 ' ( t) x ( 5 ) <p(? )d£ + - p - x (t) x (t) «p ít) x c i ; ' s 2 Jt 
x'(t) = - ' x z ( t ) j x i U ) < P U ) d 5 " T X l ( t ) | 
Í, t-0 b 
G t ( t , £ ) + I G t ( t , 
a J t+0 
x'(t) = G (t, F.) '4>(F, ) d £ . 
la ú l t i m a igua ldad se v e r i f i c a ya que a p e s a r de s e r G d i scon t inua en t = f 
na func ión aco tada por la p r o p i e d a d B . 
e s u-
A c tuando de la m i s m a f o r m a , se obt iene : 
z*b 
G 
l --x+ 0 
[p(t)x ' ( t ) ] = [ p ( t ) t ( t , g ) ] t ( p ( ? )dl + p( t) í G t ( t , £ ) 
= ox(%. i ) + G t ( í , 5 ) . < p ( S ) a 5 . 
a o't.+ O 
y p a r a 6 > 0, obtenemos la s iguiente igualdad: 
p(t + & ) , X ' ( t 4 - 5 .) - p(t> X'(t). 
5 
j-[p(t+ 6 ) G t ( t + 6 , 5 ) , p ( t ) G t ( t . 5) ] + 
"a 
, t+6 „ t + 5 
4 I 
+ 
y» i r o /¡® U 
P(t+ 5 )Gt(t+ 6, 5) <p (g )dg - - f - i P(t) Gt(t. S) + 
Jt Jt 
+ í P(t+ 6 ) G t(t+ 6 f l ) - P ( t ) . G t ( t , ^ ) ] <p ( l ) á t 
J t+6 
y cuando 6 J 0 , la pa r t e de r echa c o n v e r g e r á a: 
C p ( t ) G t ( t > § ) ] t . « p ( g ) d f c + p(t) [ G j t + O . t ) - G t ( t , t+Ü) D »(t) + 
»a '  
.b í * C p(t) G t (t , g ) ] t <p 
s imi larmente , cuando 6 f 0 t ambién conve rge hac i a e l m i s m o l ími te e l coc ien te : 
6 
por tanto, ex i s t e la pr imera derivada de p(t). x'(t) y 
í CP(t)x'(t) ] =1 Cp(t) G t ( t , 5 ) ] t . 9 ( fi) A l , <!> (t). 
Asi, en virtud de L [ G (t,' £ ) ^ = 0» xít) es una solución dn 1® ecuación L (x) = - <?(í). 
Como G(ts 5 ) sa t i s face las condicione* frontera prescr i ta» tarto £ € (a»b), tea-
bien las s a t i s f a c e x(t). 
6. - Función de C r e e n g e n e r a l i z a d a . -
E s t e p roced imien to ps ap l icab le so lamente puando ex i s t e una solución no t r i 
vial x (t) í 0 de la ecuación L(x) = 0, s a t i s f ac i endo a las condiciones f r o n t e r a . En -
o 
e s t e caso , podemos supone r , sin pérd ida de gene ra l idad , que toda solución no t r i v i a l 
es un múl t ip lo de XQ(t) • ya que s i ex i s t i e sen dos so luc iones no t r i v i a l e s l inea lmen te 
independ ien tes , entonces toda solución de ecuación v e r i f i c a r í a las condiciones f ron 
t e r a , por s e r é s t a s l inea les y homogéneas . P o r lo que a c a b a m o s de v e r , vamos a -
omi t i r es ta eventual idad ya que en e s t e cago las condiciones f r o n t e r a no s e r i a n nada 
r e s t r i c t i v a s . 
Si x(t) es solución de la ecuación n o homogenea L(x) = - <4> (t) s a t i s f a c i e n d o 
las condiciones f r o n t e r a , tp(t) v e r i f i c a r a : 
b 
i ip(t). i (t) dt = 0 
J a 
pues por la fo rmula de Green : 
XQ(t) ip (t)dt = ) xo( t)L(x)~x(t)L(xo) jdt = [ p(t)(xo(t)x '(t) - x^(t)x(t)) ] a 0 
y por las condiciones f r o n t e r a la e x p r e s i ó n a n t e r i o r va le c e r o . P o r o t ra p a r t e , la 
solución x(t) puede e s c r i b i r s e en la f o r m a : • 
x(t) = z(t) + C x (t). 
o 
s iendo z(t), solución de L(x) = - ip(t) s a t i s f a c i e n d o las condic iones f r o n t e r a (la exis_ 
tencia de una solución se supone) . Como x (t) 0 puede e s c o g e r s e la cons tante C pa 
o 
ra que: 
„b )x(t). x (t) dt = 0 o 
"a 
A h o r a , de f in imos comp FUNCION DE CREEN GENERALIZADA una función -
def inida en (a,b) x (a,b) s a t i s f a c i e n d o las condic iones : 
(2). Si i ¿ t, s a t i s f a c e la ecuac ión L [ G(t, r ) ]= x ^ t ) . x j ^ ) . E s t a n d o G j t , e ) acota-
da en £ / t . 
(3). (C) y (D) b 
1 G(t, i ) x ( t) dt = 0 
(4)- I 
Si la función g e n e r a l i z a d a de Green e x i s t e , a n á l o g a m e n t e a lo hecho a n t e r i o r 
m e n t e se p rueba que toda solución de] p r o b l e m a de v a l o r e s f r o n t e r a puede p o n e r s e -
e. 11 la f o r m a ; 
f b 
x(t) = G(t, ¡r ) i¡> ( g) 
a 

1. - Def in ic iones g e n e r a l e s y condiciones de ex i s tenc ia de solución. -
Ya v imos en el capí tulo l i , el t e o r e m a de ex i s tenc ia y uncidad de la solu 
ción del s i s t e m a de ecuac iones d i f e r e n c i a l e s 
dx. 
=
 V X 2 ' " - ' X n ) dt 
dt ~ f 2 ( l ' X l ' X 2 ' 
dx 
(1) 
dt = f j t , x4„ x 2 , . . . , x j n n 
que s a t i s f a c e l a s condic iones in ic i a l e s 
* i ( t 0 ) = x i Q . (i = 1 . 2 , . - . , n) (2) 
R e c o r d e m o s que l a s condic iones su f i c i en t e s pa ra la ex i s t enc ia y unicidad -
do.de la solución de l s i s t e m a (1), con las condic iones (2), e r a n l a s s iguientes : 
a) Deben s e r cont inuas todas l a s func iones f , £ , . . . , f en un entorno -1 2 n 
de l a s condic iones i n i c i a l e s . 
b) Se deben de c u m p l i r l as condic iones de L ipsch i t z p a r a t odas l a s funcio-
nes f^ , f^ , . . . , f^ , r e s p e c t o de todas sus v a r i a b l e s , a p a r t i r de la segunda, en el 
en torno a n t e r i o r m e n t e c o n s i d e r a d o . 
La segunda condición puede s u s t i t u i r s e p o r o t r a menos exigente y m á s s en 
ci l la de p r o b a r , que es la ex i s t enc ia de las d e r i v a d a s p a r c i a l e s : 
b f. 
(i, j = 1 , 2 n) 
a c o t a d a s en va lo r abso lu to en d icho en to rno . 
Si r e p r e s e n t a m o s por X(t) a la función v e c t o r i a l n - d i m e n s i o n a l de componen 
t e s x^(t) , x (t), . . . , x (t), so luc ión -de l s i s t e m a de ecuac iones d i f e r e n c i a l e s (1), é s t e 
se puede e s c r i b i r de la f o r m a 
dX 
dt - * F( t , X) 
siendo F una función v e c t o r i a l n -d imens iona l de componentes (f , í , . . . ,í ). 
•L CJ n 
Las condiciones in ic ia les se r e p r e s e n t a r á n en la f o r m a X(t^) = X , s ien -
do XQ un vec tor n - d i m e n s i o n a l de componentes ( x ^ , * ' ' ' Xn0^' 
La solución X(t) del s i s t ema de ecuac iones (1), de t e rmina en el e spac io -
eucl ídeo de coo rdenadas t, x^ , x^, . . . , x ^ una curva l l amada curva i n t eg ra l . C u m -
pl idas l a s condiciones del t e o r e m a de exis tencia y unicidad, por cada punto de di -
cho espac io pasa una sola curva in tegra l , f o rmando el conjunto de é s t a s una f a m i -
lia de n p a r á m e t r o s , que pueden s e r , por e j emplo , los v a l o r e s in ic ia les x , x 1 u ¿u 
• •
X n 0 ' 
Veamos el c a so p a r t i c u l a r de dos ecuac iones de p r i m e r orden; a es te f in 
v a m o s a engendra r dicho s i s t e m a pa r t i endo de una congruenc ia de c u r v a s en el es 
pació» Se l l ama congruencia de c u r v a s a todo conjunto de c u r v a s con dos p a r a m e -
t r o s t a l e s que por cada punto del espac io pase una única curva de la congruencia ; 
s e r á de la fo rm? 
c 1 f(x, y, z) <=2 =q>(x, y, z) 
Di fe renc iando a m b a s ecuac iones se obtiene el s i s t e m a 
V . dx + P . dy + f ' . dz = 0 
x y z 
q>' . dx + cp' . dy + tp ' . dz = 0 
x
 T
 y z 
o sea 
dx 
D(f,<P) 
D(y, z) D(í 
dz 
D(f, <p) 
D(x, y) 
(3) 
o de o t ro modo. 
dx 
dz 
dx 
= y ^ 
z' = 
D(f,<P) 
D(z, x) 
D(f,<P)  
D ( y . z) 
D ( f , f ) 
y) 
p ( f , q>) 
D(y, z) 
F 1 ( x , y, z) 
F2(X, y, z) 
A la f o r m a (3) la l l a m a m o s canónica y a la (4) f o r m a n o r m a l . 
?.. - Método de r e d u c c i ó n . -
Uno de los p r i n c i p a l e s mé todos de i n t e g r a c i ó n de s i s t e m a s de e c u a c i o n e s 
l i n e a l e s como el (1), c o n s i s t e en e l i m i n a r todas Jas f unc iones m e n o s una, á p a r t i r ' 
de l a s e c u a c i o n e s de l s i s t e m a (1) y de s u s d e r i v a d a s , obteniendo una ecuac ión d i -
f e r e n c i a l de m a y o r o r d e n con dicha func ión . Se i n t e g r a e s t a ecuac ión con lo que -
se d e t e r m i n a una de l a s func iones ; l a s r e s t a n t e s func iones d e s c o n o c i d a s se d e t e r -
minan , s i e s pos ib l e s in i n t e g r a c i ó n , p a r t i e n d o de l a s e cuac iones o r i g i n a l e s y de 
l a s ob ten idas po r d e r i v a c i ó n . V e a m o s a lgunos e j e m p l o s . 
E j e m p l o 1. R e s o l v e r el s i s t e m a : 
y ' = 3x + y + z 
z
1
 = x - 2y - z 
Sumando a m b a s e c u a c i o n e s se obt iene: y ' + z ' = 4x - y . 
D e r i v a n d o la p r i m e r a : y " = 3 + y ' + z ' 
Sus t i tuyendo en e s t a ú l t ima la e x p r e s i ó n a n t e r i o r se obt iene 
y" = 3 +(4x - y) 
y " + y = 4x + 3 que i n t e g r a d a n o s da: 
y = A c o s x + Baenx + 4x + 3 
sus t i t uyendo en la p r i m e r a obtengo la o t r a func ión 
z = y ' - y - 3x = (B-A)cosx - (A+B)senx - 7x + 1 
E j e m p l o 2. R e s o l v e r : 
2x' + x + 3y' + y = e * 
x ' + 5x + y1 + 7y = t 
La p r i m e r a ecuac ión m e n o s dos v e c e s la segunda nos da : 
- 9 x ' + y< - 13y = e _ t - 2t 
La p r i m e r a ecuac ión p o r c inco m e n o s la segunda nos da : 
9x' + 14y ' - 2y = S . e ' * - 1 
Sumando a e s t a ú l t ima la d e r i v a d a de la a n t e r i o r o b t e n e m o s : 
- A - + - 2y = 4 e ' t - t - 2 
dt¿ dt 
que i n t e g r a d a n o s conduce a la s igu ien te e x p r e s i ó n 
t „ -2t t 5 
c . e + c_e + ~ + —r 1 2 2 4 
y la o t r a función sa le : 
9 ^ 2 t " 
E j e m p l o 3» R e s o l v e r : 
4 t 
T c i e 
,2 d x 
d t 2 
d
 V _ 
C 2 6 
-2t i -
 + s e "
4 
4 
dt 
Der ivando la p r i m e r a o b t e n e m o s J i -X . d
4X y sus t i tuyendo en la segunda , se 
obt iene d^x 
d t 4 
dt dt 
x que i n t e g r a d a conduce a: 
t - t 
x = c . e + c . e + c„ cos t + c . sent 1 2 3 4 
y sus t i tuyendo en la p r i m e r a ob t enemos : 
t - t y = c^e + c^e - c^ cos t - c^ sent 
3 . - G e n e r a l i z a c i ó n a m á s de dos f u n c i o n e s . -
Si t e n e m o s el s i s t e m a de t r e s e cuac iones 
y ' = y. z, u) 
z ' = f 2 ( x , y, z, u) 
u' = f 3 ( x , y, z, u) 
(5) 
do: 
D e r i v a m o s la p r i m e r a dos v e c e s , y la segunda y t e r c e r a una vez , ob ten ien 
y " = F 1 ( x , y, z, u, y ' , z \ u') 
y ' " = < | (x ,y , z, u, y ' , z \ u \ y " , z" , u") 
z " = F 2(X, y, z, u, y ' , z ' , u ') 
u" = F 3 ( X , y, z, u, y ' , z ' , u ') 
(6) 
De l a s s i e t e e c u a c i o n e s de (5) y (6), e l i m i n a m o s z, z ' , z" , u, u ' , u" , ob ten ien 
do una ecuac ión de t e r c e r o r d e n en y 
y " ' ^ ( x . y . y ' . y " ) 
que in tegrada nos d a r á y = F(x, c^, c^, c^) . Susti tuyendo y é y' en (5) y en la p r i 
m e r a de (6), se obtienen cua t ro ecuac iones p a r a d e t e r m i n a r z, u, z ' , u1. 
En gene ra l , un s i s t ema de n ecuac iones conduci rá a una de o rden n. y 
por s imple e l iminac ión se d e t e r m i n a r á n l a s r e s t a n t e s func iones , 
4 . - S i s t emas de o rden s u p e r i o r . -
Sea el s i s t e m a siguiente: 
(m 
y" = f (x ,y , y ' , ( n / 
= tp(x, y, y ' , 
(m-1 
y ,z,z' 
(m-1 
y 
( n - l 
z ) 
(n - l 
Der ivando la p r i m e r a ecuación n veces (orden de la máx ima de r ivada de z 
en la segunda) y de r ivando la segunda ecuación n - l veces (orden de la m á x i m a de-
r ivada de z en la p r i m e r a ) , se obtienen 2+n+(n-l) = 2n+l ecuac iones p a r a e l i m i n a r 
2n-í 
l a s 2n funcione S Z g Z j Z y • < i | z , obteniendo una ecuación en y de o rden m+n. 
E j e m p l o . R e s o l v e r : 
x " - 2y' + 3x - 0 
[y" + x ' - 2y 2t 
Der ivando la p r i m e r a dos v e c e s y la segunda una vez , e l im inamos y: 
x
1
" ' - 2y" + 3x' = 0 
Iv 
x - 2y 'M+ 3x" = 0 
y ' " + x " - 2y' - 2e 
Iv 
2t 
se obt iene e l iminando 
+ 3x" - 6x = 4- 2t 
5. - Ut i l ización del ope rado r D. 
Si t e n e m o s el s i s t e m a de ecuac iones l i nea le s de coe f i c i en t e s cons t an t e s , es 
c r i t o s i m b ó l i c a m e n t e u t i l izando el o p e r a d o r der ivada D, 
P ! Í ( I ? ) X + P r ¿ ( D ) y * P 1 3 ( D ) z = f i ( t ) 
P 2 1 ( D ) X + P 2 2 ( D ) y + P23(D)z = f 2 ( t ) 
34 'X ,(D)y + P 3 3 (D)Z = f 3 ( t ) 
y l l a m a m o s á (D) al d e t e r m i n a n t e (operador ) del s i s t ema 
P l á ( D ) P 1 2 ( D ) P 1 3 P ) 
A (D) = P 21<°) P 22<°) (8) 
P 3 1 ( D ) P 3 2 ( D ) P 3 3 ( D ) 
Se pueden e l i m i n a r l a s funciones , y, z» apl icando a las t r e s ecuac iones (7) 
r e s p e c t i v a m e n t e , los o p e r a d o r e s en D obtenidos al c a l cu l a r los ad juntos <X (D), A J. 
Oí (D), Of (D) de P (D), P (D),' P (D) y sumando. O sea , teniendo en cuenta ¿1 31 1 11 ¿.t 31 
l a s ident idades s iguientes : 
of 11 . p 11 
+ oc 
21 P 2 1 +
 « 3 i 
P 31 = A 
S i . p 12 + a 2 r 
P 22 P 3 2 0 
«11 . P 43 + « 2 1 . P 23 + «31 P 3 3 = 0 
q u e d a r á la ecuación: 
A(D)x
 + « 2 1 - f 2 + * 3 1 . f 3 
que es una ecuación d i f e r e n c i a l en x de coe f i c i en tes cons t an t e s , de g rado el g r a d o 
de A(D). L a s o t r a s func iones y, z, se pueden ha l l a r de modo s i m i l a r o por e l imina-
ción de sus d e r i v a d a s una vez hal lada x . 
E j e m p l o . R e s o l v e r : 
3x" + 3x' + 2x + y" + 2y' + 3y e 
8 j 2x" - x ' - 2x + y" + y' + y 
Lo podemos e s c r i b i r , u t i l izando el o p e r a d o r D, de la f o r m a : 
(3D2 + 3D + 2)x + (D2 + 2D + 3)y = e.1 
(2D -
A(D) = 
La ecuac ión que nos da x es : 
D 2)x + (D + D + l )y 
3D + 3D + 2 
2D D 
D + 2D f 3 
D + D + 1 
3D + 3D + 2 
2D - D - 2 
D + 2D + 3 
D + D + 1 
D + 2D + 3 
D + D + 1 
(D 4 + 3D3 + 6D2 + 12D + 8)x = l e - 24 
de la que ob tenemos : 
x = c e " + c_. e " + c , . c o s 2 t + c . sen2t + f- - 3 1 2 3 4 10 
Del m i s m o modo, ob tenemos pa ra y la ecuación: 
3D + 3D + 2 
& 
2D2 - D - 2 
y se obtiene: 
D + 2D + 3 
D + D + 1 
y = 
3D + 3D + 2 
2D - D - 2 
(D 4 + 3D 3 + 6D 2 + 12D + 8)y = e* + 16 
e in tegrando sa le : 
- t _2t e y = k e + k , e + k 0 cos2t + k . sen2t + — -1 2 3 4 30 + 2 
reduc iendo cons t an t e s de x é y, se obt iene: 
k l = " c r k 2 = " ~ T c 2 ' k 3 = ~ Z ( C 3 + C 4 } ' k 4 = 2 < V C 4 > 
6. - Apl icac ión de la t r a n s f o r m a d a de Lap lace a la r e so luc ión de s i s t e m a s l i n e a l e s . -
Uno de los p r o c e d i m i e n t o s m á s cómodos de r e s o l v e r s i s t e m a s l i n e a l e s , so 
b re todo s i q u e r e m o s h a l l a r una solución p a r t i c u l a r p a r a unas condic iones in ic i a l e s 
p r e f i j a d a s , c o n s i s t e en la ap l i cac ión de la t r a n s f o r m a c i ó n de Lap lace a l o s m i s m o s 
ya que a s í la o p e r a c i ó n d e r i v a r se t r a n s f o r m a en m u l t i p l i c a r . Recordemos a e s t e 
f in la t r a n s f o r m a d a de L a p l a c e de una d e r i v a d a . 
Si es 
1 L [ y ( x ) 3 = f e " p X . y (x)dx =T, (p) 
L C y ' ( * ) > í y'(x)dx = [<,"**. y(x)J ~ + p e _ p X . y ( x ) d x = p . n ( p ) - 7 (0) 
Aná logamen te : 
L [ y " ( x ) ] = p . L [ y » ( x ) ] - y'(0) = p .ri (p) - p y(0) - y'(0) 
L C y " ' ( x ) > p . L C y " ( x ) ] - y " ( ° ) - P3>V(P) -
 P
2
. y (O) - p . y ' (o ) - y"(O) 
y as i , s u c e s i v a m e n t e . 
A s í pues , apl icando la t r a n s f o r m a d a de Lap lace a un s i s t e m a , se t r a n s 
f o r m a r á el s i s t e m a en uno de ecuac iones l inea les teniendo como incógni tas las 
t r a n s f o r m a d a s de cada una de l a s func iones . Hallada la t r a n s f o r m a d a i n v e r s a , o b -
t e n d r e m o s el s i s t e m a r e s u e l t o . 
E j e m p l o . R e s o l v e r el s i s t e m a : 
x ' + 6x + 3y - 14z = 0 
y ' - 4x - 3y + 8z = 0 
z ' + 2x + y - 5z = sent 
con l a s condic iones in i c i a l e s s igu ien tes : p a r a t = 0, x(0) = 1, y(0) = -1, z(0) = 0. 
L lamando a, b y c a l a s t r a n s f o r m a d a s de Lap lace de x, y, z r e s p e c t i v a m e n t e , que 
da: 
pa - 1 + 6a + 3b 
pb - 1 - 4a 
pe + 2a + b - 5c 
14c = 0 
3b + 8c = 0 
1 
2
 , p +1 
(p+6)a + 3b - 14c = 1 
-4a + (p-3)b + 8c = -1 
1 
2a + b + (p-5)c = — 
p +1 
y de aquí sa le : 
4p ' + 3p + 1.2 
(P+1)(P"2) (p + 1) 
La función i n v e r s a s e r á : 
x(t) = - 4 " • - •
 3 
De modo s i m i l a r h a l l a r í a m o s y(t) y z( t) . 
p+1 p-2 
P - 5 
p 2 + l 
-
4
 x
 2 
e + 
2t 
+ cos t - 5sen t 
